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Введение 
Макроэкономика как составная часть современной 

экономической теории, исследует характер, результаты 
и закономерности функционирования национальной 
экономики. В макроэкономике различаются анализ ex 
post и ex ante. 

Ex post: анализируется ход и итоги экономической 
деятельности участников национального хозяйства в 
прошедшем периоде. 

Ex ante: разрабатывается теория функционирова-
ния и развития  национального хозяйства. 

Цель настоящего курса – анализ ex ante, т.е. изуче-
ние теории макроэкономики, поскольку это первично, 
т.к.  только в результате построенной теории возможен 
качественный анализ ex post.  

Характерной особенностью макроэкономической 
теории является оперирование агрегированными (обоб-
щёнными) экономическими категориями. 

При макроэкономическом подходе национальная 
экономика предстаёт в виде взаимодействия четырёх 
субъектов (сектор домашних хозяйств, предпринима-
тельский сектор, государство, заграница) на четырёх 
рынках (благ, труда, денег, ценных бумаг). 

Состояние, при котором планы экономических 
субъектов оказываются совместно осуществимыми на 
всех рынках, называется общим экономическим равно-
весием. 

Основные понятия макроэкономики 
 

Валовой внутренний продукт (ВВП) – это сумма 
добавленных ценностей, созданных за определённый 
период всеми производителями, ведущими производст-
во на территории страны. 
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Валовой национальный продукт (ВНП) – это ВВП 
минус сумма добавленных ценностей, созданных на 
территории страны посредством использования принад-
лежащих иностранцам факторов производства, плюс 
сумма добавленных ценностей, созданных за границей 
посредством использования принадлежащих гражданам 
данной страны факторов производства (ВНП ≠ ВВП). 

Чистый национальный продукт (ЧНП) – это ВНП 
минус амортизация, т.е. величина обесценивания основ-
ного капитала. 

Национальный доход (НД) — это ЧНП минус кос-
венные налоги плюс субвенции со стороны государства. 

Сектор домашних хозяйств (СДХ) – это совокуп-
ность всех частных хозяйственных ячеек внутри страны, 
деятельность которых направлена на удовлетворение 
собственных потребностей. СДХ представляет 3 вида 
экономической деятельности:  

а) предлагает факторы производства; 
б) потребляет часть полученного дохода, покупая 

потребительские блага; 
в) сберегает другую часть получаемого  дохода, 

приобретая ценные бумаги и недвижимость. 
Предпринимательский сектор (ПС) – это сово-

купность всех фирм, зарегистрированных внутри стра-
ны, деятельность которых направлена на производство 
и реализацию благ. ПС осуществляет 3 вида экономиче-
ской деятельности: 

а)  закупка факторов производства; 
б) производство и продажа продукции и услуг; 
в)  поддержание и развитие производственной ба-

зы.  
Имущество – это любой источник законного не-

трудового дохода (земля, жилые дома, капитал, ценные 
бумаги, лицензии, патенты и т.д.). 
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Национальное богатство (НБ) – это совокупность 
имущества, принадлежащего частным лицам и государ-
ству. 

Деньги – это то, что используется в качестве: 
а) меры ценности всех благ; 
б) всеобщего платёжного средства; 
в) формы сохранения ценности. 

Деньги – это специфический вид имущества, не прино-
сящий дохода при стабильном уровне цен. 

Уровень цен – это денежная оценка благ. 
Ликвидность – это свойство имущества, которое 

можно сразу и без издержек использовать в качестве 
платёжного средства.  
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ЧАСТЬ I. ПРОИЗВОДСТВО, 

ПОТРЕБЛЕНИЕ,  
НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ПРОГРЕСС,  

ЭКОНОМИЧЕСКИЙ РОСТ 
 

Глава 1. Теория производства 
Данная глава имеет то же название, что и статья 

американских учёных Д. Кобба и П. Дугласа, опублико-
ванная в 1928 г. (Cobb G.W., Douglas P.H. 
 “ A theory of production”. Amer. Econ. Rev. 1928. Mach. 
p.139 –165.) 

В этой статье была предпринята попытка опреде-
лить эмпирическим путём влияние величины затрачи-
ваемого капитала K и труда L на объём  Y выпускаемой 
продукции в обрабатывающей промышленности США. 
Были использованы статистические данные за 1899 – 
1922 гг., т.е. выборка 

{Kt,Lt,Yt},  t = 1899,1900, … ,1922,               (1) 
и поставлены следующие задачи: 

1. Определить параметрический класс функций, 
наиболее точно приближающий количественные соот-
ношения между тремя выбранными характеристиками 
производственной деятельности. 

2. Найти числовые параметры, задающие кон-
кретную функцию этого класса. 

3. Сравнить результаты, полученные как значе-
ния функции, с фактическими данными. 
Решение поставленных задач заключается в следующем: 

1. Была взята функция  (далее функция Кобба  –
Дугласа)  
                                Y=AK L,                                    (2) 
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с условиями на параметры:                     
                   A > 0;   ≥ 0;≥ 0;+.               (3) 

2. На основе выборки {Kt,Lt,Yt} была решена за-
дача определения численных значений параметров 
A, по методу наименьших квадратов, т.е. задача 
                            1922 

              ∑[lnYt – lnA – lnKt – lnLt]2→ min             (4) 
                     t=1899                                                               {A, 
при выполнении ограничений (3). В результате было 
получено A= 1,01,,,т.е.  
                                Y=1,01 K, L,.                         (5) 
3. Сравнение величин Y(Kt,Lt), вычисляемых по 

формуле (5), с фактическими значениями  Yt из (1) дало 
хорошее совпадение результатов. Более того, хорошее 
совпадение было получено  при расчётах по формулам 
(5) и для последующих лет (1923…1928). 

§1.1 Производственные функции  
Определение. Пусть Y – объём выпущенной про-

дукции (ВВП), K – объём  основного капитала (основ-
ных фондов), L – объём трудовых ресурсов. Тогда 
функция F(·) вида  

Y= F(K,L),                                  (1) 
т.е. функция, определяющая зависимость объёма выпу-
щенной продукции от затраченных на это объёмов ос-
новного капитала и трудовых ресурсов, называется про-
изводственной функцией (ПФ), а K и L – факторами про-
изводства. 

Определим функциональный класс F(K,L), кото-
рый бы имел очевидную экономическую интерпрета-
цию. 

Определение. Производственные функции назы-
ваются неоклассическими ПФ (НКПФ), если они удов-
летворяют следующим неоклассическим условиям 
(НКУ): 
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1. F(K,L) ≥ 0, если K ≥ 0, L ≥ 0, и F(K,L) = 0,  
только если K = 0 и L = 0. 

2. ,0,0 







L
F

K
F  

т.е. ПФ является монотонно возрастающей функци-
ей факторов производства. 

3. ,0,0 2

2

2

2









L
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K
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т.е. ПФ является выпуклой вверх функцией факто-
ров производства. 

4. .lim,lim
00
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K
F
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5. .0lim,0lim 
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Замечание. Дать экономическую интерпретацию 
условий 1 – 5 и привести график НКПФ. 

Определение. Функция f (x1,…, xn) называется од-
нородной степени γ > 0 (ОФγ), если для любого λ > 0  

f (λx1,…, λxn) = λγ f (x1,…, xn)                  (2) 
Если γ = 1, то такая функция называется линейно 

однородной. 
Формула Эйлера для ОФγ. 

Если f (x1,…, xn) является ОФγ, то  

γf (x1,…, xn) = 
 

n

k k
k x

fx
1

 .                         (3) 

Определение  ПФ F(K,L) называется однородной 
ПФ степени γ >0 (ОПФγ), если для любого λ > 0  

F(λK,λL) = λγ F(K,L).                             (4) 
Если γ = 1, то такая ПФ называется линейно одно-

родной ПФ (ЛОПФ), и в этом случае  
F(λK,λL) = λ F(K,L).                              (5) 
Формула Эйлера для ОПФγ. 

Если F(K,L) является ОПФγ, то  
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γF(K,L) = L
L

LKFK
K

LKF






 ),(),(  .               (6) 

Если ПФ является ЛОПФ, то 

F(K,L) = L
L

LKFK
K

LKF






 ),(),(  .               (7) 

Замечание. Дать экономическую интерпретацию 
формулам (4) и (5) . 

§2. Основные экономико-математические  
характеристики производственного процесса 
Определение. Величина  

                   y = ,),(
L

LKF                                (1) 

равная объёму произведённого продукта, приходящего-
ся на единицу трудовых ресурсов (ТР), называется сред-
ней производительностью труда. 

Определение. Величина  

                       z = ,)(
K
KLF                                (2) 

равная объёму произведённого продукта, приходящего-
ся на единицу ОФ, называется средней фондоотдачей. 

Определение. Величина  

L
Kk  ,                                (3) 

равная объёму ОФ, приходящихся на единицу  ТР, на-
зывается фондовооружённостью. 

Определение. Величина 

L
LKFv





),( ,                           (4)    

характеризующая скорость возрастания объёма произ-
ведённого продукта за счёт возрастания ТР, называется 
предельной производительностью труда, или нормой 
прибыли с ТР. 
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Определение. Величина 

K
LKFr





),( ,                           (5)    

характеризующая скорость возрастания объёма произ-
ведённого продукта за счёт возрастания ОФ, называется 
предельной фондоотдачей, или нормой прибыли с капи-
тала. 

Замечание. Дать экономическую интерпретацию 
формуле Эйлера для ЛОПФ, т.е. формуле (1.7). 

Введённые выше пять экономико – математиче-
ских характеристик являются размерными характери-
стиками. При этом y, z, v, r характеризуют абсолютные 
приросты произведённого продукта.  

Представляют интерес безразмерные величины, 
связанные с относительными приростами произведён-
ного продукта за счёт увеличения факторов производст-
ва на 1%. 

Определение. Величина 

,
),(

),(α
LKF

K
K

LKF



                         (6) 

равная процентному приросту произведённого продук-
та, достигнутому за счёт прироста ОФ на 1%, называет-
ся коэффициентом эластичности по фондам. 

Определение. Величина 

,
),(

),(β
LKF

L
L

LKF



                         (7) 

равная процентному приросту произведённого продук-
та, достигнутому за счёт прироста ТР на 1%, называется 
коэффициентом эластичности по трудовым ресурсам. 

Теорема 1. Если F(K,L) является ОПФγ, то сумма 
коэффициентов эластичности по фондам и трудовым 
ресурсам равна степени однородности, т.е. 

α + β = γ.                                    (8) 
Замечание. Доказать самостоятельно.  
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Теорема 2. Если F(K,L) является ЛОПФ, то сред-
няя производительность труда больше предельной про-
изводительности труда, а средняя фондоотдача больше 
предельной фондоотдачи, т.е. 

y > v,   z > r.                              (9)  
Замечание. Доказать самостоятельно.  
Комментарии:   
1) Согласно определениям большим значениям α 

соответствует дефицит ОФ, а малым значениям 
α соответствует их избыток. 

2) Согласно определению большим значениям β 
соответствует дефицит ТР, а малым значениям 
β соответствует их избыток.  

3) Из (8) следует, что чем больше α, тем меньше β 
и наоборот. Таким образом, дефицит ОФ свя-
зан с избытком ТР и наоборот. 

Замечание. Дать экономическую интерпретацию 
указанным в комментариях свойствам. 

§3. Новое представление ПФ и экономико-
математических параметров 

Теорема 3. Пусть F(K,L) является  ЛОПФ. Пусть 
f(k) = F(k,1). Тогда 

 y = f(k),                                     (1) 
F(K,L) = Lf(k).                            (2) 

Доказательство. Обратимся к определению ЛОПФ: 
F(λK,λL) = λF(K,L).                       (3) 

В (3) возьмём λ =
L
1 : 

),(1)1,1( LKF
L

K
L

F  .                   (4) 
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Так как по определению
L
Kk  , то из (4) получаем  

F(K,L) = LF(k,1) =Lf(k), т.е. приходим к (2). По опреде-

лению
L

LKFy ),(
 . Таким образом, поделив (2) слева и 

справа на L, приходим к (1). 
Теорема 4. Пусть F(K,L) является ОПФγ. Тогда 

y = Lf (k),                                  (5) 
F(K,L) = Lf (k).                              (6) 

Замечание: Доказать самостоятельно. 
Теорема 5. Пусть F(K,L) является ЛОПФ. Тогда 

экономико-математические параметры z, v, r, 
имеют следующее представление («штрих» озна-
чает производную по k) 

)11(.
)(
)(1β

)10(,
)(
)(α

)9(,)(
)8(),()(
)7(,/)(

kf
kfk

kf
kfk

kfr
kfkkfv

kkfz












 

Доказательство. Непосредственно следуют оче-
видные преобразования: 

).7()()()(


k
kf

K
Lkf

K
kLf

K
Fz

).8()()(

)()(]/[)()(

)()()()]([

2






























kkfkf
L
KkfLkf

L
LKkfLkf

L
k

k
fLkf

L
kfLkfkLf

LL
Fv



 13 

).11(
)(
)(1

)(
)()(

)(
β 











kf
kfk

kf
kfkkf

kLf
Lv

F
L

L
F  

Теорема доказана.  
Теорема 6. Пусть F(K,L) является ОПФγ. Тогда 

)13()],()(γ[

)12(,)(

1γ

1γ

kfkkfLv
k
kfLz









 

 

)16(.
)(
)(

)15(,
)(
)(

)14(),(1

kf
kfk

kf
kfk

kfLr







 

 

Замечание. Доказать самостоятельно. 
Неоклассические условия для f(k): 

1. f(k) ≥ 0, если k ≥ 0, и f(k) = 0, только если k = 0; 
2. f ′(k) > 0, т.е. f(k) является монотонно возрастаю-

щей функцией фондовооружённости; 
3. f″(k) < 0, т.е. f(k) является выпуклой вверх функ-

цией фондовооружённости; 
4. .0)(lim;)(lim

0



kfkf

kk
  

Замечание. Дать экономическую интерпретацию 
условий 1–4 и привести график f(k). 

Теорема 7. Если у ЛОПФ хотя бы один из коэф-
фициентов эластичности α или β не зависит от k, то та-
кая ПФ является ПФ Кобба – Дугласа. 

Замечание. Доказать самостоятельно. 

§4.Эластичность замены факторов производства 
В ходе экономического процесса необходимость 

замены факторов производства одного другим (K→L; 
L→K) возникает вследствие того, что тот или иной фак-
тор может быть дефицитным, из-за чего появляется не-
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обходимость заменить его в процессе производства дру-
гим, более доступным. 

Задача состоит в следующем. Задано основное 
производственное соотношение 

       Y = F(K,L).                                      (1) 
Предположим, что объём ТР уменьшился на величину 
ΔL. На какую величину ΔK нужно увеличить объём ОФ, 
чтобы объём выпуска Y остался неизменным? Так как 
Y= const, то ΔY = 0. Переходя к дифференциалам, полу-
чим из (1) 

)2(.0







 dL
L
FdK

K
FdY  

Определение. Предельной нормой замены SK тру-
довых ресурсов основными фондами и предельной нор-
мой замены SL основных фондов трудовыми ресурсами 
называются величины 

)3(.,
dK
dLS

dL
dKS LK   

Согласно поставленной задаче dK и  dL имеют 
разные знаки. Поэтому  

SK > 0,  SL > 0.                                    (4) 
Из (2) и (3) следует, что  

)5(.
/
/,

/
/

LF
KFS

KF
LFS LK 







  

Теорема 8. Имеет место свойство 
SK SL =1.                                  (6) 

Это свойство непосредственно следует из (5). 
Из (5) с учётом результатов §2 следует, что  

SK = v / r, SL = r / v ,                                 (7) 
т.е. SK и SL определяются отношениями предельных 
производительностей трудовых ресурсов v и основных 
фондов r.  

Замечание. Дать экономическую интерпретацию 
формул (7). 
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Теорема 9. Пусть F(K,L) является ЛОПФ. Тогда  

,
)(
)( k

kf
kfS K 


                    (8a) 

.
)()(

)(
kfkkf

kfS L 


       (8б) 

Доказательство. В §3 было доказано, что для 
ЛОПФ 

F(K,L) = Lf(k) , k = K/L.                     (9)  
Тогда  

)10();()())(()(

))(()()/()()(

)()()()]([

2

kfkkf
L
Kkf

L
Lkf

L
KkfLkf

L
LKkfLkf

L
k

k
fLkf

L
kfLkfkLf

LL
F




























)11().(1)(

)/()()]([

kf
L

kfL

K
LKkfL

K
k

k
fLkLf

KK
F





















Использование (10) и (11) в (5) приводит к формулам 
(8). 

Теорема 10. Пусть F(K,L) является ОПФγ. Тогда 

)12(.
)()(

)(,
)(
)(

kfkkf
kfSk

kf
kfS LK 





  

Замечание. Доказать самостоятельно. 
Теорема 11. Для того чтобы норма замены SK либо 

SL ЛОПФ не зависела от фондовооружённости k , необ-
ходимо и достаточно, чтобы она была линейной, т.е. 

F(K,L) = AK + BL,  f(k) = Ak + B .                    (13) 
Замечание. Доказать самостоятельно. 
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Аналогично тому, как при исследовании процесса 
производства в соответствии с основным соотношением 
Y = F(K,L) были введены безразмерные характеристики 
α и β (коэффициенты эластичности по ОФ и ТР), так и 
при исследовании процесса замены факторов производ-
ства также могут быть введены безразмерные характе-
ристики. 

Определение. Эластичность замены трудовых ре-
сурсов основными фондами σK равна количеству про-
центов, на которое необходимо изменить величину 
фондовооружённости k, чтобы величина SK составила 
1%. 

Определение. Эластичность замены основных 
фондов трудовыми ресурсами σL равна количествупро-
центов, на которое необходимо изменить величину 
фондовооружённости k, чтобы величина SL составила 
1%. 

Нахождение σK . 
Изменение K ↔ изменение SK : 

.:
%
%

%
%X  1%
%S  K%

K

K

K

K

K

KK
K S

K
K
S

K
K

S
S

K
SX















 

Изменение k ↔ изменение SK : 

)14(.1σ
1%  %σ

%X 1% 1
K






















K

K

K
K

K S
K

K
S

X
 

Нахождение σL . 
Изменение L ↔ изменение SL : 

.:
%
%

%
%X  1%
%S  L%

L

L

L

L

L

LL
L S

L
L
S

L
L

S
S

L
SX















Изменение k ↔ изменение SL : 

)15(.1σ
1%  %σ
%X  1% 1

L





















L

L

L
L

L S
L

L
S

X
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Теорема 12. Для σK и σL имеют место следующие 
формулы: 

,
1











K

K
K S

k
dk

dS
                       (16а) 

1











L

L
L S

k
dk

dS
.                       (16б) 

Доказательство. Переходя к пределу в (14) при 
ΔK→ 0, получим 

1

11

)/(

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

S
k

dk
dS

SL
K

dk
dS

S
K

Ldk
dS

S
K

dK
LKd

dk
dS

S
K

dK
dk

dk
dS

S
K

dK
dS












 

Отсюда 

)17(.
1











K

K
K S

K
dK
dS

 

Отсюда на основании (17) следует (16a). Переходя к 
пределу в (14) при ΔL→ 0, получим 

)18(.
1











L

L
L S

L
dL

dS
 

Отсюда 

                     = .1
2

L

L

L

L

L

L

S
k

dk
dS

SL
K

dk
dS

S
L

L
K

dk
dS







  

Отсюда на основании (18) следует (16б).  
Следствие. Для σL вида (16б) справедливо эквива-

лентное представление 










L

L

L

L

L

L

S
L

dL
LKd

dk
dS

S
L

dL
dk

dk
dS

S
L

dL
dS )/(
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)19(.
11

1



 









L

L
L S

k
dk
dS

 

Замечание. Доказать самостоятельно. 
Теорема 13. Для ЛОПФ эластичности замены 

факторов производства равны между собой, т.е. σK = σL 
= σ и определяются формулой 

)20(.
)()(

)]()()[(
kfkkf

kfkfkkf



  

Доказательство. Согласно (8a)  

)21(.
)(

)(
kfkf

kfk
S
k
K 


  

Тогда 

)22(.
)()(

)(
)(

22

2

f
ff

f
ffkffffk

f
ffkf

f
fkff

f
fkf

dk
d

dk
dSK































 

Используем (21), (22) в (16a): 

.)20()(
)()(

)(
1

2 


















fkf
ffkf

ffkf
kfkff

K

Согласно (8б) 

Тогда 

)24(.
)()()(

)(
)(

)(

222

2

fkf
ff

fkf
ffkffkff

fkf
ffkfkff

fkf
ffkff

fkf
f

fkf
f

dk
d

dk
dSL






































Используем (23), (24), в (16б): 

)23(.)(
f

fkfk
S
k

L 
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).20()()(
)(

1

2 





















fkf
ffkf

f
fkfk

fkf
ff

L  

Теорема 14. Для ОПФγ эластичности замены фак-
торов производства равны между собой, т.е. σK = σL = σ 
и определены формулой 

)25(.
)]()())()(1[(

)]()()[(
2 kfkfkfk

kfkkfkf



  

Замечание. Доказать самостоятельно. 
Теорема 15. Для ПФ КД σ = 1. 
Замечание. Доказать самостоятельно. 

§5. CES-производственные функции 
Однородные ПФ в зависимости от того, перемен-

ной или постоянной относительно фондовооружённости 
k является эластичность замены σ, подразделяются на 
два типа: 

1. VES-ПФ(Variable Elastisity of Substitutiion) – пе-
ременная эластичность замены; 

2. CES-ПФ(Constant Elastisity of Substitutiion) по-
стоянная эластичность замены. 
Оказывается, что для CES-ПФ можно получить явный 
функциональный вид. 

Теорема 16. Для CES-ПФ справедливы два экви-
валентных представления 

,])1([),( 



  LKALKF           (1) 

,)]1([)( 



  kAkf              (2) 

где 
)3(.10,,0,1,10,0 A  

Доказательство. Из предыдущего параграфа сле-
дует 
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)4(.
1









S
k

dk
dS  

Отсюда получаем для предельной нормы замены S 
дифференциальное уравнение 

)5(.1
k

dk
S

dS


  

Так как по предположению σ = const, то общее решение 
дифференциального уравнения (5) имеет вид: 

,lnln1ln CkS 


  

)6(.0,)(
1

  CCkkS  
Условие на константу интегрирования С > 0 следует из 
того, что S > 0. Из предыдущего параграфа следует  

)7(.
)(
)()( k

kf
kfkS 


  

Отсюда 

)8(.
)()(

)(
kSkkf

kf






 

Подстановка (6) в (8) приводит к дифференциальному 
уравнению для искомой ПФ f(k) 

)9(.
σ
1

Ckk

dk
f

df



  

Отсюда  

)10(.ln)(ln 11 C

Ckk

dkkf 



 


 

Для вычисления интеграла в (10) сделаем замену пере-
менных 

.,
1)(

, 1
11

1
1

1 






 tkdttdktk  
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Тогда 

















 









 )(
1)(

1)(

1
1

1
1

1
1

1ѓР
ѓР

1
1

1

Ctt

dtt

Ctt

dtt

Ckk

dk  

)11(.)ln(
1)(

)ln(
1)()(

)(
1)(

1

Ck

Ct
Ct
Ctd
























 

Подстановка (11) в (10) даёт 

)12(.0,)( 1

11

1 





















CCkCkf  

Условие на константу интегрирования С1 > 0 следует из 
того, что f > 0.  

Введём новые параметры A, δ, ρ следующими со-
отношениями 

.,1,1
1














 ACC      (13)  

Использование (13) в (12) даёт 

  





























))1((

1)(

1 kA

kAkf
 

    ).2()1()1(  












kAkA  

Так как между f(k) и F(K,L) имеет место формула связи 

,),(),(
L
KkkfLLKF   то из (2) следует 
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))1((

)1(),(

ѓП

L
KLA

L
KALLKF

 

  ).1()1(  


 LKA  
Условия (3) на параметры следуют из того, что  

С > 0, C1 > 0, σ > 0. При этом при ρ = 0 и ρ =  происхо-
дит вырождение ПФ в константу, а при γ > 1 – наруше-
ние НКУ. 

Теорема 17. CES-ПФ является однородной со сте-
пенью однородности γ. 

Доказательство. По определению ОПФγ 
F(K,L) =  F(K,L).                       (14) 

Тогда из (1) следует 

    


 ))(1(),( LKALKF  

  



  







 LKALKA )1())1((

).14(),(   LKF  
Теорема 18. Коэффициенты эластичности по фон-

дам и трудовым ресурсам для CES-ПФ определяют-
ся формулами 

)а15(,
)(11

)(















k
k  
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)б15(.
)(11

)(1

)(






















k

k
k  

Доказательство. Согласно §3  

.
)(
)(

kf
kfk


                     (16) 

Проводим вычисления: 

  










 


 1
)(

)()1()( kkA
dk
dfkf

       

)17(.][)( 11

1111


















kkf

kAkA

Подстановка (17) в (16) даёт 

 

).а15(
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Из §2 следует  Тогда 
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Теорема 19. Для  > 1 коэффициент эластичности 
(k) CES-ПФ является монотонно убывающей функцией 
с точкой перегиба 

.
2

)1()(,
1)(
1)(

)(1

1





















kk  (18) 

При этом 
)19(.0)(lim,)(lim

0



kk

kk
 

Замечание. Доказать самостоятельно. 
 

        k 
                           
          
                           
      ( k )   
 
                                                                                           
                           0                         k                                k 
                                     Рис. 1 
Вывод. Поскольку большим значениям (k) соот-
ветствует дефицит ОФ К (соответственно избыток ТР 
L), а малым значениям (k) соответствует избыток ОФ 
К (соответственно дефицит ТР L), то при производст-
венном процессе в соответствии с CЕS-ПФ вся область 
k[0, ) фондовооружённости может быть разбита на 
две области (рис. 1): 
 – [0; k )– область дефицита ОФ K(избытка ТР L); 
 – [ k ; )– область дефицита  ТР L (избыток ОФ K). 
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§6 Конструирование производственных  
функций 

Конкретному производственному процессу с 
конкретными свойствами соответствует свой вид произ-
водственной функции. Встаёт вопрос о конструирова-
нии производственной функции, соответствующей про-
изводственному процессу с определёнными свойствами. 
В  предыдущих параграфах были получены результаты, 
отвечающие на некоторые подобные вопросы. 

1. Если у ЛОПФ хотя бы один из коэффициентов 
эластичности  или не зависит от k, то такая ПФ явля-
ется ПФ KД (Теорема 7). 

2. Если предельные нормы замены SK или SL не за-
висят от k в случае ЛОПФ, то такая ПФ является линей-
ной (теорема 11). 

3. Если эластичности замены K или L не зависят 
от k, то такая ПФ является CES-ПФ (Теорема 19). 

4. Если коэффициент эластичности  является мо-
нотонно убывающей функцией k с точкой перегиба k , 
разделяющей всю область k [0,  ) на подобласти де-
фицита и избытка факторов производства, то в этом 
случае ПФ является CES-ПФ (теорема 19).  

В данном параграфе будет получен ряд результа-
тов, отвечающих на другие вопросы. 

Теорема 20. Пусть Fi(K,L) = ii
i LKA  ,  

где Ai  > 0, i  0 i  0 i  i  ,i = N;1 , являются  
ПФ КД. Тогда ПФ  

)2(,),(),(
1




 LAKLKFLKF

N

i
i  

)3(,,
111




N

i
i

N

i
i

N

i
iAA  

является ОПФ со степенью однородности =N. 
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Теорема 21.Пусть Fj(K,L) для j = M;1  являются 
CES-ПФ, т.е. 

  )4(.)1(),( j
j

j
j

j
jjj LKBLKF 




  
Тогда ПФ вида  

)5(),(),(
1




M

j
j LKFLKF  

является ОПФсо степенью однородности 

)6(.
1





M

j
j  

Теорема 22. Пусть Fi(K,L) для i = N;1  является 
ПФ КД вида (1). Пусть Fi(K,L) для i = M;1  являются 
CES-ПФ вида (5). Тогда ПФ вида  

)7(),(),(),(
11




M

j
j

N

i
i LKFLKFLKF  

является ОПФ со степенью однородности  

)8(
1




M

i
jN  

Замечание. Доказать теоремы 20, 21, 22 самостоя-
тельно. 

Теорема 23. Если ПФ F(K,L) имеет коэффициент 
эластичности по фондам k) вида 

kk  k  ,                             (9)  
где 0–коэффициент эластичности по фондам ПФ КД 
F0(K,L) , а kи k– коэффициенты эластичности 
по фондам CES-ПФ F1(K,L) и F2(K,L) с параметрами со-
ответственно {и }, то такая ПФ имеет 
вид  

F(K,L) = F0(K,L)F1(K,L)F2(K,L)               (10) 
и является ОПФсо степенью однородности 
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                                   (11) 
Доказательство. Так как. F0 является ЛОПФ, а F1 

и F2 являются ОПФсо степенями  и , то  
F0(K,L) = L f0(k), F1(K,L)= )(1

1 kfL , 
F2(K,L)= )(2

2 kfL .                      (12) 
Согласно теореме 6 

)13(,
)(
)(

)(,
)(
)(

)(,
)(
)()(

2

2
2

1

1
1 kf

kfkk
kf
kfkk

kf
kfkk










где f(k) соответствует F(K,L). Из (13) следует 

)14(.)(,)(,)( 2

2
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Тогда, с учётом (9) и (14)  
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Интегрирование в (15) даёт 

.lnlnln)(lnln)(ln

lnln

0
0

2211 CkCkfCkf

Cf(k)




  

Отсюда 

).()()()()( 21
0

21
0210 kfkfAkkfkfk

C
CCC

kf  





  

Так как  0
0 )(  Akkf  – ПФ КД, то соотношение 

)16()()()()( 210 kfkfkfkf   
есть соотношение (10), записанное для f, f0, f1, f2. Свой-
ство (11) следует из теоремы 22. 

Теорема 24. Для , коэффициент эла-
стичности k) вида (9) ПФ вида (10) (или (16)) является 
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монотонно убывающей функцией с двумя точками пе-
региба 1k и 2k . При этом 

 .lim;)(lim 02100


 kk
k        (17) 

Данный результат следует непосредственно из 
теоремы 19. С учётом рис. 1 и теоремы 19 график k) 
имеет вид,приведённый нарис. 2 

Таким образом, при производственном процессе, 
соответствующем ПФ вида (10) или (16) вся область 
k[0, ) значений фондовооружённости разбивается на 
три области: 

1. [0, 1k ) – область дефицита фактора K (избыток 
фактора L); 

2. [ 2k , ) – область дефицита фактора L (избыток 
фактора K); 

  [ 21 , kk ] – область сбалансированности факто-
ров производства L и K.
                    k)
 
   
 
 
 
 
 
                            0            1k               2k                k 

Рис. 2 
Подобная ситуация типична: в процессе функцио-

нирования экономики производственный сектор пере-
ходит то в одну, то в другую область. 
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§7. Изокванты 
Производственная функция F(K,L) обладает тем 

свойством, что одно и то же количество валового про-
дукта Y=Yc=const, т.е. 

                  Yc = F(K,L),                                    (1) 
может быть произведено при различных сочетаниях  
факторов производства K и L. 

Определение. Изоквантой называется геометриче-
ское место точек плоскости {K,L}, для которых выпол-
няется соотношение (1). 

Разрешая (1) относительно K, получаем уравнения 
для семейства по Yc кривых 

K = (L,Yc), ).,( cYKL              (2)  
При фиксированном Yc кривая (2) и будет изокван-

той. При различных значениях N
ccc YYY 21 , получаем се-

мейство изоквант. Соотношение (1) определяет зависи-
мость K от L при фиксированном Yc в неявном виде. Ес-
ли (1) может быть преобразовано к виду (2), то соотно-
шение (2) определяет эту зависимость в явном виде. 

                   
                            K                                 l 
 
                         *

3K                                     
                         *

2K                                    3
cY  

                         *
1K                                     2

cY  
                                                    1

cY  
                              0      *

3
*
2

*
1 LLL                           L 

                                          Рис. 3 
 



 30 

Проведём из начала координат (рис. 3) луч l, кото-
рый пересекает изокванты, соответственно, в точках 

).,(),,(),,( *
3

*
3

*
2

*
2

*
1

*
1 LKLKLK  

Поскольку  
                    *

1
*
2

*
3

*
1

*
2

*
3 , LLLKKK   ,               (3) 

то из соотношения  
),(),( LKFLKFY                  (4) 

для ОПФ следует, что 
123
ccc YYY  .                                (5) 

Таким образом, изокванта (1) разделяет всю плос-
кость {K,L}, 0,0  LK на две области, в одной из ко-
торых F(K,L) = Y < Yc , а в другой F(K,L) = Y > Yc . 

Для производственной функции Кобба–Дугласа 
соотношение (2) имеет вид 
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Из (6) следует, что для любой изокванты Y = Yc  
,lim,0lim

0



KK

LL
                        (7) 

т.е. асимптотами изоквант являются оси координат. 
Вывод. Для ПФ Кобба–Дугласа любое количество 

продукта Yc может быть произведено при сколь угодно 
малом количестве одного из факторов производства, ес-
ли другой фактор производства имеется в достаточном 
количестве. 

Для CES-производственной функции (см.(5.1)) со-
отношение (2) имеет вид 
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Если (5.1) разрешить относительно L, то получим 
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Из (8) и (9) следует 
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             (10) 

т.е. изокванты имеют асимптотами прямые K = K∞ и  
L = L∞ (рис. 4).  
                                K 
     

              
 

 
                             K ∞ 

 
                                 0    L ∞                             L 
                                           Рис 4 
 

Вывод. Для CES-ПФ, в отличие от ПФ Кобба –
Дугласа, в случае ограниченности одного из факторов 
производства нельзя достигнуть любого заданного ко-
личества Yc валового продукта за счёт неограниченного 
увеличения другого фактора. Это свойство позволяет 
избежать противоречия, связанного с неограниченно 
большими возможностями замены одного фактора про-
изводства другим. 

Замечание. Получить (6)–(9) самостоятельно. 
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Задания для самостоятельной работы 
1. Пусть F(K,L) является ПФ КД, т.е. 

F(K,L) = AKL ,                          (1) 
A > 0,  > 0,  > 0,  +  = 1. 

Проверить, что ПФ вида (1) удовлетворяет НКУ. 
Показать, что ПФ вида (1) является ЛОПФ, т.е.  = 1. 

2. Пусть F(K,L) является ОПФ. Доказать свойство 
 +  = , (2) 

где и – коэффициенты эластичности.  
3. Пусть F(K,L) является ЛОПФ. Доказать свойства 

y > v, z > r.                             (3) 
4. Пусть F(K,L) является ЛОПФ. Получить функцио-

нальные зависимости 
 r,z  v,y
y  k,r,vz  k,r,v,

 (r / z)   v /yy = r k + v; z = ( v / k) + r.   (6)
5. Пусть F(K,L) является ПФ КД (см. (1)). Показать, 

что параметры и  в представлении функции являют-
ся соответственно коэффициентами  эластичности по 
фондам и трудовым ресурсам. Найти z, v, r.  
Показать, что 

y = Ak ; v = y; r =z.                     (7) 
Убедиться в справедливости свойств (3), (6). 
Найти экономико–математические параметры на основе 
представления  f(k) = A k и показать, что полученные 
формулы совпадают с найденными выражениями на ос-
нове F(K,L) = L. 

6. Пусть F(K,L) является ОПФ. Показать, что 
y = Lf(k),                              (8) 

F(K,L)= L f(k).                            (9) 
7. Пусть F(K,L) является ОПФ. Показать, что 
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8. Доказать, что если у ЛОПФ хотя бы один из ко-
эффициентов  или  не зависит от k, то такая ПФ явля-
ется ПФ КД. 

9. Доказать, что если ПФ F(K,L) является ОПФ, то 
для предельных норм замены SK и SL справедливы фор-
мулы  

)15(.
)()(

)(,
)(
)(

kfkkf
kfSk

kf
kfS LK 







      10. Доказать, что для того, чтобы норма замены SK 
или SL ЛОПФ не зависела от k, необходимо и достаточ-
но, чтобы она была линейной, т.е. 

F(K,L) = AK + BL, f(k) = Ak + B.               (16) 
11. Показать, что для ПФ КД  

)17(,1,
k

SkS LK 






  

воспользовавшись определением SK и SL через F(K,L) и 
через f(k). Дать экономическую интерпретацию форму-
лам (17). 

12. Показать, что для эластичности замены L спра-
ведлива формула 

.
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    (18) 
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 Показать, что для ОПФ  
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  (19) 

14. Показать, что для ПФ КД   . 
15. Показать, что CES-ПФ сохраняет свой вид и в 

случае, если для её вывода воспользоваться формулами 
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     (20) 

16. Для CES–ПФ найти и по формулам 
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L
F

F
K

K
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                (21) 

17. Показать, что (k) для CES-ПФ при  > 1 явля-
ется монотонно убывающей функцией от k(0) = до 
k(∞) = 0 с точкой перегиба  

.
1)(
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k                      (22) 

Найти ).(,)(


 kk  
18. Показать, что если Fi(K,L) являются для i = N:1  

ПФ КД, а Fj(K,L) для j = M:1 являются CES-ПФ, то ПФ 

вида ),(),(),(
1 1

 


N

i

M

j
ji LKFLKFLKF  является ОПФ со 

степенью однородности  

.
1





M

j
jN                     (23) 

19. Найти выражения для изоквант 
)24(),(),,( cc YKLYLK 

и для асимптот в случае ПФ КД и CES-ПФ. 
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Глава 2. Экономическое развитие как  
научно-технический прогресс 

§1. Основные определения 
В 1-ой главе с использованием понятия производ-

ственной функции F(K,L)  рассматривались закономер-
ности, связывающие объём произведённого ВВП Y и 
факторы производства K (основные фонды, капитал) и L 
(трудовые ресурсы) в статической модели Y = F(K,L), 
когда отсутствовала зависимость от времени t. Таким 
образом, изучались закономерности либо в фиксирован-
ный момент времени, либо в ситуации, когда экономика 
находится в стационарном состоянии и содержание эко-
номического процесса не зависит от времени. 

В данной главе переходим к динамической модели 
Y(t) = F(K(t),L(t),t),  t ≥ 0,                      (1) 

когда ОФ, ТР и ВВП являются изменяющимися во вре-
мени величинами. ПФ вида F(K(t),L(t),t) называется ди-
намической производственной функцией (ДПР). 

Замечание. Все основные свойства для статиче-
ской ПФ сохраняются и для динамической ПФ. Напом-
ним некоторые. 

1. Если для  > 0,  > 0, 
F(K(t),L(t),t) = F(K(t),L(t),t),          (2) 

то такая ДПФ называется однородной ДПФ со степенью 
однородности  (ОДПФ). Если  = 1, то такая ДПФ на-
зывается линейно-однородной ДПФ (ЛОДПФ).  

2.  Если  
k(t) = K(t) /L(t),F(k(t),1,t) = f(k(t),t), 

y(t) = F(K(t),L(t),t) /L(t),                    (3) 
то  

                     F(K(t),L(t),t) = L(t) f(k(t),t),                      (4) 
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Y(t) = L(t) f(k(t),t).                          (5) 
3. Все неоклассические условия для ДПФ перепи-

сываются аналогично соответствующим условиям для 
статической ПФ, но только при фиксированном t. На-
пример, 
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    (6) 

Замечания: 
1. Условия типа (6) далее будем записывать в виде  

подразумевая при этом строгую запись этих условий в 
виде (6). 

2. В целях упрощения термин «динамическая» да-
лее будем подразумевать, употребляя только в тех слу-
чаях, когда из контекста не ясно, что речь идёт именно о 
динамическом случае. 

Примеры ДПФ: 
1) F(K(t),L(t),t) = A(t)F0 (K,L);                     (8) 
2) F(K(t),L(t),t) = F0 (K,A(t)L);                     (9) 
3) F(K(t),L(t),t) = F0 (A(t)K,L).                   (10) 

При этом функция A(t), удовлетворяющая условиям 

)11(,0)()(,0)( 
dt

tdAtAtA   

называется мультипликатором НТП. 
 В следующем параграфе будет показано, что каждой из 
ДПФ вида (8) –(10) соответствует свой тип НТП.  
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Определение. Под НТП будем понимать монотон-
ное возрастание F )(  по параметру t , т.е. условием НТП 
является условие  

0)),(),((


dt
ttLtKdF .                    (12) 

При этом производительность труда и капитала 
фиксируются на базовом уровне, а технический про-
гресс выступает как остаток после вычитания из общего 
прироста выпуска долей труда и капитала. Технический 
прогресс можно представить в виде условного увеличе-
ния используемых количеств труда и капитала 

Y(t) = F(A(t)K(t),B(t)L(t)).                (13) 
Предположим, что A(t) и B(t) растут с постоянны-

ми темпами K > 0 иL > 0. Тогда  
Y(t) = F((1 + K)t K(t),(1 + L)tL(t)).              (14) 

Тогда с учётом того, что (1 + x)t  ≈ ext, 
)),(),(()( tLetKeFtY tLtK                     (15) 

где )(),( tLetKe tLtK   представляют используемые объ-
ёмы труда и капитала, измеренные не в реальных, а в 
условных «эффективных» единицах, которые показы-
вают, сколько реальных единиц труда и капитала, обла-
дающих «базовой» производительностью, пришлось бы 
затратить на производство Y(t) продукции при отсутст-
вии технического прогресса.  

Определение. Экзогенным называется такой НТП, 
в котором технологические изменения не обусловлива-
ются моделью ДПФ, а лишь учитываются ею. В против-
ном случае НТП называется эндогенным. 

С точки зрения сделанного определения ДПФ вида 
(8) определяет эндогенный НТП, а вида (9), (10) – экзо-
генный. 

Очевидно, что НТП приводит к изменению во 
времени экономико-математических параметров (ЭМП), 
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которые определены в главе 1, и которые характеризуют 
экономический процесс: y, k, z, v, r, , , S={SK;SL}, 
={K;L}. Поскольку НТП действует на несколько, 
если не на все указанные ЭМП, то основой для класси-
фикации типов НТП является сохранение во времени 
определенных зависимостей между ЭМП. 

Определение. НТП называется Ф-нейтральным, ес-
ли для некоторой функции Ф(·۟۟۟)независимо от времени t 
выполняется соотношение 

                   Ф(y,k,z,v,r,,,S,) = 0.                     (16) 
При этом предполагается, что все параметры либо часть 
из них могут зависеть от времени t.  

Вывод Ф-нейтральность НТП означает, что неза-
висимо от того, являются или нет функциями времени 
ЭМП, функциональная связь между ними сохраняется 
независимо от времени. 

§2 Типы НТП 
Формы проявления НТП лежат в основе его клас-

сификации по видам. Основными частными видами Ф-
нейтральных НТП являются:  

1) нейтральные по Хиксу ; 
2)  нейтральные по Харроду;  
3)  нейтральные по Солоу.  

Дадим определение каждому из трёх типов НТП и най-
дём ДПФ, которые им соответствуют, предполагая, что 
ДПФ являются линейно-однородными ( = 1). 

Определение. НТП называется нейтральным по 
Хиксу, если предельная норма замены S является неко-
торой функцией фондовооружённости k, которая не за-
висит от времени t, т.е. 

S = (k).                                       (1) 
Теорема 1 . ДПФ в случае нейтрального по Хиксу 

НТП имеет вид  
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                   F(K(t),L(t),t) = A(t)F0 (K,L),                            (2) 
т.е. является ДПФ типа а) (см.(9), §1). 

Доказательство. Согласно главе 1  
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),( k
tkf
tkfS 


  

Подставляя (1) в (3), получаем для f(k,t) дифференци-
альное уравнение по переменной k с параметром t вида  
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                      (4) 

Пусть f0(k) – некоторое частное решение уравнения (4), 
т.е. f0(k) удовлетворяет уравнению 

.)(
)(
)(

0

0 kk
kf
kf




                        (5) 

Тогда общее решение f(k,t) уравнения (4) должно со-
держать произвольную константу (относительно пере-
менной k) A(t), которая зависит от параметра t. Пока-
жем, что общее решение f(k,t) имеет вид 

 f(k,t) = A(t) f0(k).                      (6) 
Проверим справедливость (6) подстановкой в (4), в ре-
зультате которой должно получиться тождество. Эта 
подстановка даёт 

),(
)()(
)()(

0

0 kk
kftA
kftA




 

т.е. приходим к (5). Итак, справедливость (6) доказана. 
Согласно главе 1  

F(K,L,t) = Lf(k,t),                         (7) 
F0(K,L) = Lf0(k).                          (8) 

Из (6) – (8) следует 

),,()(),(1)()()(),,( 000 LKFtALKF
L

tLAkftLAtLKF   

т.е. приходим к (2). Теорема доказана. 



 40 

Повышая эффективность факторов производства, 
НТП вызывает перераспределение национального дохо-
да. Так как национальный доход распределяется через 
ценообразование, а цены устанавливаются на уровне 
предельных производительностей факторов производ-
ства v и r, при этом коэффициенты эластичности выпус-
ка по каждому из факторов представляют долю фактора 

в общем доходе, то доля труда составляет 
Y
vL

Y
L

L
Y



 , а 

доля капитала 
Y
rK

Y
K

K
Y



 . Для НТП по Хиксу распре-

деление дохода между трудом и капиталом не изменяет-
ся, если не меняется ни фондовооруженность труда k, 
ни предельная норма замены труда капиталом при лю-
бом объёме выпуска, т.е.  
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//
/
/ = const.     (9) 

Можно представить такой НТП смещением изо-
кванты заданного выпуска в результате преобразования 
подобия с центром в начале координат (см. рис.1). Изо-
кванта Yc смещается к началу координат и «сжимается» 
так, что в точках её пересечения с лучом, представляю-
щим заданную капиталовооружённость труда, наклон у 
обеих изоквант одинаков.  

В этом случае при переходе от технологии А0 к 
А1 или от B0 к B1 заданный объём выпуска достигается 
при снижении затрат труда и капитала в одинаковое 
число раз, т.е. производительность труда и капитала 
растёт в одинаковой мере.  

Как следует из (9), технический прогресс по 
Хиксу может быть и при изменении капиталовооружён-
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ности труда, если одновременно в такой же пропорции 
изменяется отношение предельных производительно-
стей факторов v/r, т.е. требуется, чтобы эластичность 
замены   . 

                                     
            K 
                                        k1 
                             B0                                   
                                                                k0 
                        B1                                  
                                       A0 
                              A1                                        Yc  
 

                                                                  Yc                 
               0                                                     L 

Рис. 1                                        
Показатель эластичности замены труда капита-

лом  равен частному от деления относительного при-
ращения капиталовооружённости труда на относитель-
ное приращение отношения предельных производи-

тельностей труда и капитала, т.е. 



/
/σ

d
kdk , где 

r
v

K
Y

L
Y








 /γ . Если  = 1, то соблюдается условие (9) 

нейтральности НТП по Хиксу. При переходе от старой 
(А0) к новой (А1) технологии производства Yс единиц 
благ капиталовооружённость труда (tg) растёт в той же 
мере, что и предельная норма технической замены фак-
торов (tg) (см. рис. 2). 

 Если  < 1, то повышение на 1% капиталово-
оружённости труда сопровождается увеличением отно-
шения предельных производительностей труда и капи-
тала. В этом случае доля труда в доходе возрастает, сле-
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довательно, технический прогресс не является ней-
тральным по Хиксу. 

 
 K                       k1 
 

                                                          k0 
                         A1                                                
  1              A0 

                          Yc




   Yc

     
   0                                               L 

                   Рис. 2 
 

Если L  K (см.(1.15)), то технический прогресс – 
трудосберегающий (рис. 3), если K  L, то техниче-
ский прогресс – капиталосберегающий (рис. 4).  
                                                        
   K                       k=const          K                        k=const 

                                                                  
               A0                                                                    A0 
                      Yc                                                                            Yc 
      A1         Yc                                                   A1 
                                                                Yc 
                                                                                           

       0                       L                      0                         L 
                    Рис. 3                                                    Рис. 4 

Для  >1 классификация разновидностей техниче-
ского прогресса проводится аналогично. 

Если сдвиг изокванты сопровождается изменением 
её наклона в точке пересечения с лучом заданной капи-
таловооружённости труда, то технический прогресс уже 
не нейтрален по Хиксу. 

Уменьшение наклона смещённой изокванты (см. 
рис.3) означает, что при прежней капиталовооружённо-
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сти предельная производительность капитала r возросла 
в большей мере, чем предельная производительность 
труда v. Теперь для замены единицы труда требуется 
меньше единиц капитала и такой вид НТП Хикс назвал 
трудосберегающим. 

Когда после сдвига изокванта становится круче 
(см. рис.4), тогда НТП по классификации Хикса являет-
ся капиталосберегающим. 

Определение. НТП называется нейтральным по 
Харроду, если предельная фондоотдача r является неко-
торой функцией средней фондоотдачи z, которая не за-
висит от времени t: 

r = (z).                                       (10) 
 

                      Y                                                                Y1(K) 
            Y1                                                E1 

 
                    Y 
            Y0                            E0 

                      
 

                                            β 

                0                       *
0K               *

1K     K 
Рис.5 

 
Предельная производительность капитала r = 



 tg
K
Y , средняя производительность капитала z = 

 tg
K
Y

 (см. рис. 5). 

Под воздействием НТП график производственной 
функции деформируется и сдвигается вверх (Y1(K)), так 
как при том же количестве труда каждому объёму капи-
тала соответствует больший выпуск. 
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Если график производственной функции сдвинут 
так, что точка E1, определяющая оптимальный размер 
капитала при новой технике, окажется на продолжении 
прямой OE0, то имел место нейтральный по Харроду 

НТП, так как 
1

1

0

0

K
Y

K
Y








 и 
1

1

0

0

K
Y

K
Y

 , т.е. средняя про-

изводительность капитала является функцией предель-
ной производительности, а не времени. 

Теорема 2. ДПФ в случае нейтрального по Харро-
ду НТП имеет вид 

F(K(t),L(t),t) =F0 (K,A(t)L),              (11) 
 т.е. является ДПФ типа b) (см. (1.10)). 

Доказательство. Согласно главе 1,  

)12(.),(),,(
k

tkfztkfr   

Подставляя (10) в (12), получаем для f(k,t) дифференци-
альное уравнение вида 

.),(ψ),( 







k
tkftkf                  (13) 

Пусть f0(k) – некоторое частное решение уравнения (13), 
то есть  

.)(ψ)( 0
0 








k
kfkf                  (14) 

Покажем, что общее решение f(k,t) имеет вид  
     f(k,t)=A(t)f0(k / A(t)).                  (15) 

Проверим справедливость (15) подстановкой (15) в (13), 
в результате которой должно получиться тождество. 
Подстановка (15) в левую часть (13): 

  














k
tAkftAtAkftA

kk
tkftkf ))(/()())(/()(),(),( 0

0
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))(/(
))(/(
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1)())(/(

))(/(
))(/()( 00

tAk
tAkf

tA
tA

k
tAk

tAk
tAkftA
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Согласно (14) 

.
)(/

))(/(
ψ))(/( 0

0 









tAk
tAkf

tAkf  

Итак, 

.
)(/

))(/(
ψ),( 0











tAk
tAkf

tkf                   (16) 

Подстановка (15) в правую часть (13): 

.
)(/

))(/(
ψ

))(/()(
ψ),(ψ 00

























tAk
tAkf

k
tAkftA

k
tkf   (17) 

Из (13), (16), (17) следует тождество. Тем самым  спра-
ведливость (15) доказана. 

Из (7) и (15) следует 
F(K,L,t) = LA(t)f0(k / A(t)).                 (18) 

Из (8) следует 
   f0(k) = (1/L)F0(K,L) .                    (19) 

Так как k = K /L, то из (19) получаем 
               f0(K /L) = (1/L)F0(K,L) .                  (20) 

Заменим в (19) L на A(t)L. Тогда 

.
)(

))(,(
)(

1
)( 000 

















tA

kfLtAKF
LtALtA

Kf      (21) 

Использование (21) в (18) даёт 

F(K,L,t) = LA(t) 
LtA )(

1 F0(K,A(t)L) = F0(K,A(t)L), 

т.е. пришли к (10). Теорема доказана. 
Определение. НТП называется нейтральным по 

Солоу, если предельная производительность труда v яв-
ляется некоторой функцией средней производительно-
сти труда y, которая не зависит от времени t, т.е. 

 v = g(y).                                    (22) 
Если на оси абсцисс рис. 5 вместо объёма капитала 

откладывалось бы количество используемого труда при 
заданном объёме капитала и tgпредставлял бы не пре-
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дельную производительность капитала r, а предельную 
производительность труда, то смещение графика произ-
водственной функции было бы следствием нейтрально-
го по Солоу технического прогресса.  

Теорема 3. ДПФ в случае нейтрального по Солоу 
НТП имеет вид 

F(K(t),L(t),t) = F0 (A(t)K,L),                   (23) 
т.е. является ДПФ типа c) (см. (1.11),).  

Доказательство. Согласно главе 1  
.),(),,(),( tkfytkfktkfv          (24) 

Из (21), (23) следует 
)).,((),(),( tkfgtkfktkf   

Отсюда получаем для f(k,t) дифференциальное уравне-
ние 

  .)),((),(1),( tkfgtkf
k

tkf          (25) 

Пусть f0(k) – некоторое частное решение уравнения (25), 
т.е. 

  .))(()(1)( 000 kfgkf
k

kf            (26) 

Покажем, что общее решение f(k,t) имеет вид 
         f(k,t) = f0(A(t)k).                       (27) 

Проверим справедливость (27) подстановкой (27) в (25), 
в результате которой должно получиться тождество. 
Подстановка (27) в левую часть (25): 

.))(()(

))((
))((
))(())((),(),(

0

00

ktAftA
k

ktA
ktA
ktAf

k
ktAf

k
tkftkf




















 28) 

Из (26), меняя k на A(t)k , получаем 

.))])((())(([
)(

1))(( 000 ktAfgktAf
ktA

ktAf    (29) 

Подстановка (29) в (28) даёт 
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.))])((())(([1),( 00 ktAfgktAf
k

tkf    (30) 

Подстановка (27) в правую часть (25): 

.))])((())(([1))],((),([1
00 ktAfgktAf

k
tkfgtkf

k
  (31) 

Из (25), (30), (31) следует тождество, тем самым спра-
ведливость (27) доказана. 

Из (7) и (27) следует 
F(K,L,t) = Lf(k,t) = Lf0(A(t)k) .             (32) 

Из (8) следует  

.),(1)( 000 







L
KfLKF

L
kf          (33) 

Заменим в (33) K на A(t)K. Тогда 

 .)(),)((1)(
000 ktAfLKtAF

LL
KtAf 





  (34) 

Тогда из (32) и (34) следует 

),,)((),)((1),,( 00 LKtAFLKtAF
L

LtLKF   

т.е. пришли к (23). Теорема доказана. 
                     

            K                                        k 
                       Yc 

                    K0             E2        E0    
 

                    K1                  E1                            Yc 
                    K2                                        E3  
                                                         
                      0           L2 L1         L0                         L 

Рис.6 
 

В случае НТП по Солоу как бы увеличивается ко-
личество капитала в той же пропорции, в которой уве-
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личивается объём труда, поэтому предельная произво-
дительность ТР не меняется: Y(t) = F(A(t)K,L). 

Вывод. Нейтральные по Харроду и Солоу НТП яв-
ляются экзогенными. При этом в случае НТП по Харро-
ду как бы увеличивается количество труда в той про-
порции, в которой растёт капитал, поэтому предельная 
производительность ОФ не меняется: Y(t) = F(K,A(t)L). 

При представлении НТП в виде смещающейся и 
деформирующейся изокванты заданного выпуска рас-
смотренные разновидности нейтральности  можно изо-
бразить, как на рис. 6. Если в результате ТП вместо тех-
нологии L0K0 оптимальной оказывается технология 
L1K1, то это нейтральный по Хиксу НТП. Переход из Е0 
в Е2 представляет нейтральный по Харроду НТП, а из Е0 
в Е3 – по Солоу. 

§3. Общие условия НТП 
Пусть  

F(K*(t),L*(t),t) = F(AK(t)K(t),AL(t)L(t)),     (1) 
т.е. 

 Y(t) = F(AK(t)K(t),AL(t)L(t)),                  (2) 
причём    

  AK(t) = tKeλ , AL(t) = tLeλ ,  > 0,  L > 0.     (3) 
Очевидно, что мультипликаторы AK(t), AL(t) удовлетво-
ряют условиям 

 AK(t) > 0, AL(t) > 0, 0,0)(  LK AtA  ,              (4) 
так как  

)5().()(),()( tAetAtAetA LL
tL

LLKK
tK

KK     
Считая F )(  ЛОПФ, получим для модели экономики  
(1)–(3) условие (1.12), являющееся условием НТП.  
Последовательно имеем 
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Введём  
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tLtKFdt
tdY

tYdt
dYtY  
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)(
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1)()(ˆ
tLdt

tdLtL
tKdt
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Тогда, после деления (6) на Y(t) = F(K*(t),L*(t)), по-
лучим  
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Согласно главе 1 

)9(,
*

*

*

* 







F
L

L
F

F
K

K
F  

являются коэффициентами эластичности соответствен-
но по K*(t) и L*(t). Используя (9) в (8), (= 1 – ) полу-
чаем  

)10(,)](ˆ)[1()](ˆ[)(ˆ tLtKtY LK   
или ( = 1 – ) 

)11(.)](ˆ[)](ˆ)[1()(ˆ tLtKtY LK   
Тогда из (10) и (11) следуют два эквивалентных пред-
ставления: 

)13()].(ˆ)(ˆ[)(ˆ)()(ˆ
)12()],(ˆ)(ˆ[)(ˆ)()(ˆ

tKtLtKtY

tLtKtLtY

KLK

LKL




 

Так как  

)14(,0)(0)(ˆ 



dt

dFtY  

то из (12) – (14) следуют два эквивалентных условия 
НТП: 

)16(.0)](ˆ)(ˆ[)(ˆ)(

)15(,0)](ˆ)(ˆ[)(ˆ)(





tKtLtK

tLtKtL

KLK

LKL  

Если объёмы капитала и труда постоянны, т.е.  
                        K(t) = K = const, L(t) = L = const,           (17) 
то 
                                ,0)(ˆ,0)(ˆ  tLtK           (18) 
и условия НТП, т.е. условия возрастания во времени ВП 
Y(t), приобретают вид 

L K L
K L K



 51 

§ 4. Оптимизация распределения трудовых  
ресурсов 

До сих пор мы полагали, что K и L –  однородные 
ОФ и ТР. Но в процессе экономического развития появ-
ляются новые ОФ и соответственно меняется квалифи-
кация ТР, эксплуатирующих новые ОФ. Поэтому нельзя 
считать однотипными ОФ, созданные в разное время, и 
эксплуатирующие их ТР. 

В связи с обозначенной проблемой рассмотрим 
следующую задачу. Пусть t и  – два момента времени 
(например, годы) такие, что t ≥ . Пусть K(t,) – часть 
ОФ K(), введённых в эксплуатацию в момент времени 
, которые продолжают функционировать в момент 
времени t. Очевидно, что  

K(t,) ≤ K(,) = K().                         (1) 
Пусть L(t, – часть общих ТР L(t), эксплуатирующих 
ОФ K(t,). Очевидно, что  

L(t,) ≤ L(t,t) = L(t).                         (2) 
Пусть Y(t,) – часть общего ВП Y(t), созданного на осно-
ве K(t,) и L(t,), т.е. 

Y(t, =F(K(t,),L(t,),).                      (3) 
Очевидно, что  

Y(t,) ≤ Y(t, t) = Y(t).                         (4) 
Замечание. ДПФ F )(  в (3), которая предполагает-

ся ЛОПФ, зависит от момента времени . Тем самым 
предполагается, что ОФ, введённые в эксплуатацию в 
момент времени , эксплуатируются в момент времени t 
таким же образом, как и в момент их создания. 

Из (3) и (4) следует, что общий ВВП Y(t), создан-
ный в момент времени t, будет определяться формулой 

 
 


t t

dtLtKFdtYtY )5(.)),,(),,((),()(  
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Наличие нижнего предела в интеграле в формуле (5), 
равного «-∞», нужно понимать в том смысле, что произ-
водство, предшествующее текущему моменту времени t, 
было начато достаточно далеко в прошлом. Соответст-
венно, количество ТР L(t), занятых в производстве в 
момент времени t, будет определяться формулой 





t

dtLtL )6(.),()(  

Задача. При заданных K(t,),L(t),F(K L,t) таким об-
разом выбрать распределение ТР L(t,), чтобы ВВП Y(t) 
достигал максимального значения. 
Таким образом получили задачу 

)8(,)(),(

)7(,max)),,(),,(()(
)},({













t

tL

t

tLdtL

dtLtKFtY
 

которая является задачей вариационного исчисления: 

найти функцию y(x), такую, что )(
dx
dyy   

)9(,extremum),,()]([
1

0

 
x

x

dxyyxxyJ  

и при этом выполняется условие 

 y(x0) = y0, y(x1) = y1, ldxyyxg
x

x


1

0

),,( ,              (10) 

где y0, y1, l – заданные величины. 
Основная теорема вариационного исчисления: ис-

комая функция является решением дифференциального 
уравнения Эйлера 

0~~  yy dx
d ,                          (11) 

где 
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),,,(λ),,(),,(~ yyxgyyxyyx 
(12) 

,
~~,

~~
yy yy 






   а – множитель Лагранжа, кото-

рый находится из условия (10). 
Теорема 4. Пусть 

.
),(

)),,(),,((),(,
),(
),(),(









tL

tLtKFkf
tL
tKtk    (13) 

Тогда оптимальное в смысле поставленной задачи 
значение L*(t,) для L(t,) определяется формулой 

)14(,
)),((

),(),( *
*





tk

tKtL  

где k*((t),– единственное решение уравнения 
),(),()( tkfkf                           (15) 

а (t) – множитель Лагранжа, являющийся решением 
уравнения 

).(
)),((

),(
* tLd

tk
tKt








                      (16) 

Доказательство.  
Из сопоставления [(7),(8)]↔[(9),(10)] следуют со-

ответствия  
↔x, L(t,)↔y(x), F↔L(t,↔g, L(t)↔l, y′↔L′(t,. (17) 

Таким образом, из (12), (17) следует 
)(~ F = F(K(t,),L(t,),t)L(t,,                  (18) 

где множитель Лагранжа (t) зависит от t, как от пара-
метра. Так как )(F не зависит от L′(t,то, согласно 
(11), (17), (18), уравнение Эйлера для рассматриваемой 
задачи имеет вид 

.0
~





L
F                              (19) 
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Тогда, используя (18) в (19) с заменой t t, по-
лучаем окончательный вид уравнения Эйлера 

).(
),(

)),,(),,(( t
tL

tLtKF



       (20) 

Согласно главе 1 величина  

),(
)),,(),,((





tL

tLtKF            (21) 

является предельной производительностью ТР L(t,). 
Тогда соотношения (20), (21) означают: в задаче (7), (8) 
множитель Лагранжа (t) равняется предельной произ-
водительности ТР L(). Согласно главе 1 v выражается 
через f(k, t) в виде 

).,(),(),(  kfkkfk              (22) 
Таким образом, уравнение (15) следует из (20) – (22). 
Докажем единственность этого решения. Из (22) следу-
ет 

.2

2

2

2

k
fk

k
fk

k
f
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f
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v




















             (23)       

Так как k > 0, а по НКУ f′′ < 0, то из (23) следует, что 

,0


k
v  т.е. v(k) будет положительной, монотонно воз-

растающей функцией k. Так как (t) > 0, то уравнение 
v(k,) =(t) имеет единственное решение k* = k*(. 
Поскольку, согласно (13), 

,
),(
),(

*
*





tL
tKk                        (24) 

то (14) следует из (24). Использование (14) в (8) приво-
дит к (16). Теорема доказана. 

Из доказанной теоремы следует, что возможность 
решения задачи в окончательном виде, т.е. в виде фор-
мул, определяющих решение через заданные по поста-
новке задачи K(t,), F(K,L,) и L(t) определяется воз-
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можностью решения уравнения (15) и вычисления инте-
грала в (16). Далее рассмотрим случай, допускающий 
такую возможность. 

4.1. Случай производственной функции  
Кобба – Дугласа 

Теорема 5. Пусть 
F(K(t,),L(t,),) = A()K(t,)L(t,),                  (25) 
A() > 0,  A′() > 0,  > 0, > 0, +  = 1,         (26) 

т.е. F(K,L,  является ДПФ типа Кобба-Дугласа, опре-
деляющей относительно временной переменной  эндо-
генный НТП. Тогда: 

1) оптимальный вид L*(t,) ТР L(t,) определяется 
формулой 

)27(;)(
ѓС),()(

),()(),(
1

1
* tL

dtKA

tKAtL t











  

2) ВВП Y*(t,), созданный за счёт K(t, и L*(t,) оп-
ределяется формулой 

);(

),()(

),()(),(
1

1
* tL

dtKA

tKAtY
t

























 (28) 

3) общий ВВП Y*(t), созданный к моменту времени t 
при использовании L(t,), определяется формулой 

  ),()()( ** tLtKtY 
                (29) 

где 





t

dtKAtK τ)τ,()τ()( α
1*        (30) 



 56 

есть ОФ, эксплуатируемые в момент времени t, если на 
интервале времени [,t] использовалось оптимальное 
распределение ТР. 

Доказательство. Согласно (13), (25) 
 f(k,) = A() k(t,).                                 (31) 

Тогда 

,)(,)( 1  
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Таким образом, уравнение (15) приобретает вид 
Ak(t,) = (t).                       (32) 

Отсюда, разрешая (32) относительно k (t,), получаем 
выражение оптимального значения k(t,) через множи-
тель Лагранжа (t): 
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Подставляя (33) в (16), найдём (t):  
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Использование (34) в (33) даёт 
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Так как k*(t,) = K(t,)/L*(t,), т.е. 
                              L*(t,) = K(t,)/k*(t,),                     (36) 
то формула (27) следует из (35), (36). Так как, согласно 
формуле (25)  
Y*(t,F(K(t,),L*(t,),) = A()K(t,)(L*(t,)),         (37) 
то из (27) и (37) следует 
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т.е. пришли к формуле (28).Так как, согласно (5),  

,),()( ** 



t

dtYtY                    (38) 

то использование (28) в (38) приводит с учётом (26) к 
(29), (30). Теорема доказана. 

Вывод. Формуле (29) может быть дана следую-
щая экономическая интерпретация. Если Y(t,), K(t,), 
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L(t,) определяют экономический процесс относительно 
Y(t,) в соответствии ДПФ КД 
                             Y(t,) = A()K(t,)L(t,),                      (39)  
то при оптимальном использовании ТР в виде L*(t,) 
экономический процесс относительно производства об-
щего ВВП Y*(t) определяется также ПФ КД F*(K*(t),L(t)) 
вида  
                         F*(K*(t),L(t)) = (K*(t))L(t).                    (40) 
При этом K*(t) представляет собой ОФ в момент време-
ни t, которые получаются путём пересчёта по формуле 
(30) ОФ K(t,) c коэффициентом переоценки  
                                        A0() = A1/                          (41)  

Следствие. Если производственный процесс от-
носительно Y(t,) определяется ДПФ КД вида (25), то 
при оптимальном использовании ТР  
Y(t,) = [A0()K(t,)]L(t,)=F0(A0()K(t,),L(t,)),        (42) 
т.е. он определяет НТП, нейтральный по Солоу.  

Так как из (41) следует, что A() = (A0()), то 
(42) получается из (25) очевидным образом. 

Теорема 6. Пусть  
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Замечание. Доказать самостоятельно. Дать эконо-

мическую интерпретацию решения (44)–(47), исследо-
вать поведение решения в зависимости от параметров 
A0, a. 
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Задания для самостоятельной работы 

Пусть> 0, > 0, +  = 1 
1. Показать, что для ПФ 

F )(  = A(t)F0(K,L) = A(t)KL. 
выполняется нейтральность по Хиксу. 
2. Показать, что для ПФ 

F )(  = F0(K, A(t)L) = K [A(t)L] 
 выполняется нейтральность по Харроду. 
3. Показать, что для ПФ 

F )( = F0(A(t)K,L) = [A(t) K]L 
выполняется нейтральность по Солоу. 
4. Пусть в проблеме распределения трудовых ресурсов  

K(t,) = K() et  
K() = K0 e K0    

A() = A0 ea A0  a 
Найти L*(t,), K*(t), Y*(t), Y*(t,) и исследовать их зависи-
мость от параметров A0, a, Дать экономическую ин-
терпретацию решения. 



 61 

 

Глава 3. Максимизация потребления и  
экономический рост 

§1. Математическая модель 
Пусть  

Y(t) = F(K(t),L(t)) ,  t ≥ 0,                           (1) 
где F )(  – ЛОПФ. Пусть весь ВП Y(t) делится на две 
части I(t) и C(t), где I(t) – инвестиции (накопления), а 
C(t) – потребление, в пропорциях s и s~  = 1 – s, т.е. 

Y(t) = I(t) + C(t) = sY(t) + (1 – s)Y(t) = 
          = sF(K(t),L(t)) + (1 – s)F(K(t),L(t)),           (2) 

0 < s < 1.                                 (3) 
Параметр s  называется нормой накопления, а параметр 
s~  = 1 – s – нормой потребления. Часть ВП, равная I(t) 
идёт на воспроизводство ОФ K(t), а часть  ВП, равная 
C(t), – на воспроизводство ТР L(t).  

Естественная цель экономики – это максимизация 
потребления C(t), т.е. деление ВП Y(t) на накопление I(t) 
и потребление C(t) и, соответственно, выбор параметра 
s таким образом, чтобы составляющая C(t) = (1 – s)F )(  
ВП достигала максимального значения. Поскольку объ-
ём ВП Y(t) зависит от  объёма ОФ K(t) и ТР L(t), то со-
отношений (1) – (3) недостаточно для формальной по-
становки задачи. 

Пусть > 0 – коэффициент амортизации ОФ, т.е. 
процентная убыль K(t) в единицу времени за счёт их ис-
пользования. Очевидно (↑ – возрастание, ↓ – убывание): 

              K(t) = const, если I(t) =  K(t); 
K(t)↑, если I(t) >  K(t);                                    (4) 

              K(t)↓ , если I(t) <  K(t). 
Если K (t) = dK(t)/dt, то из (4) следует 
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Тогда из (2) и (5)  для ОФ K(t) следует дифференциаль-
ное уравнение 

)6(.0),())(),(()(  ttKtLtKsFtK  
Поскольку C(t) = (1 – s)F(K(t),L(t)), то задача максими-
зации потребления ставится следующим образом: при 
заданном изменении ТР L(t) и изменении ОФ K(t) в со-
ответствии с дифференциальным уравнением (6) найти 
такое значение параметра  s, удовлетворяющего усло-
вию (3), чтобы величина потребления C(t) достигала 
максимального значения. Таким образом, критерий оп-
тимальности имеет вид  

)7(.max))(),(()1()(
}10{ 


s

tLtKFstC  

Модифицируем постановку задачи для нормиро-
ванных параметров 

)8(,
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tL
tLtKFtkf

tL
tCtc

tL
tKtk   

где k(t) – фондовооружённость, c(t) – удельное потреб-
ление на единицу ТР и y = f(k(t)) – средняя производи-
тельность труда. 

Тогда (2) примет вид  
y(t) = i(t) + c(t) = sy(t) + (1 – s)y(t) = 

= sf(k(t)) + (1 – s)f(k(t)),                    (9) 
где i(t) – инвестиции в воспроизводство k(t). Из соотно-
шения (6) с учётом (8) получим 

)10().())((
)(
)( tktksf
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Так как  
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то из (10) и (11) следует 
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Рассматриваем далее экспоненциальный закон изменения 
ТР, т.е. полагаем 

L(t) = L0 et, L0 > 0, > 0.                   (13) 
Тогда 
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и, таким образом, уравнение (12) принимает вид 
)14(.0),()())(()(  ttktksftk  

Из (7) в соответствии с (8) получаем 
c(t)=(1 – s)f(k(t))

10
max




s
.                                        (15) 

Необходимо найти такое значение параметра s (нормы 
накопления), удовлетворяющего условию (3), при экспо-
ненциальном изменении ТР вида (13) и изменении фон-
довооружённости k(t) в соответствии с уравнением 

)17(,0,0,
)16(,0),())(()(


 ttktksftk  

чтобы величина удельного потребления c(t) достигала 
максимального значения, т.е. чтобы выполнялось усло-
вие (15). 
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§2. Стационарные траектории 
Каждому значению параметра s из интервала        

(0 < s < 1) соответствует своя траектория дифференци-
ального уравнения 

,0,0),())(()(  ttktksftk       (1) 
при некотором начальном условии k(0) = k0, которую 
будем обозначать ks(t). Если экономика функционирует 
достаточно долго, то встаёт вопрос о существовании 
стационарного значения ks(t) = const = ks для решения 
уравнения (1). 

Определение. Стационарное значение ks решения 
уравнения (1) как функцию параметра s будем называть 
стационарной траекторией. 

Теорема 1. Стационарная траектория ks является 
единственным корнем уравнения,  

sf(k) – k = 0,                                   (2) 
причём ks > 0. 

Доказательство. Так как 0k при k = const, то 
условие (2) является условием существования стацио-
нарной траектории ks. Докажем единственность реше-
ния. Введём функцию 

.)()(
k
kfk                         (3) 

Тогда уравнение (2) перепишется в виде 

.)(
s

k 
                           (4) 

С использованием неоклассичечких условий для 
функции f(k) и правила Лопиталя получаем 
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)6(.0)(limlim)(lim)(lim 
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Из (3) следует  
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Покажем, что (k) является монотонно убывающей функ-
цией k, т.е., согласно (5), (6) 

  0)(k  при k 0 .                         (8) 
Так как условием монотонности убывания (k) является 
условие 0)(  k , то из (7) следует, что доказать моно-
тонность убывания – значит доказать свойство 

.0)()(  kfkfk                        (9) 
Так как по неоклассическим условиям (НКУ) f(0) = 0, 
очевидно, что  

.)()(
0
 
k

duufkf                    (10) 

Поскольку, согласно НКУ, f″(k) < 0 , т.е. (f ′(k))′ < 0, то 
 f ′(k) – убывающая функция, т.е. f ′(u) > f ′(k). Тогда из 
(10) следует 

).()()(
0

kfkdukfkf
k

              (11) 

Так как f(k) > kf ′(k), то отсюда следует справедливость 
(9), а значит, и справедливость (8). 

Из (2) и (3) следует, что уравнение (2) может 
быть представлено в виде 

.)(
s

k 
                            (12) 

Тогда из доказанного свойства для kи из того, 
что  > 0, s > 0, следует единственность решения уравне-
ния (12) и соответственно уравнения (2) (см. рис.1). 
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 Вывод. Из рис. 1 следует, что стационарное значе-
ние ks фондовооружённости тем больше, чем меньше  и 
чем больше s.  
 

                 k) 
 

                    
s
  

 
                     0          ks                                k 
                                     Рис. 1 
Замечание. Дать экономическую интерпретацию 

этих зависимостей. 
Следствие. Для 0 и s  0 функция (k) облада-

ет свойствами: 
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             (13) 

§3. Решение задачи на стационарных траекториях 
Поставленную в §1 задачу будем решать на ста-

ционарных траекториях: найти значение s = s* и соот-
ветствующее значение ks = k* из условия  

c(s) = (1 – s)f(ks) .max
10 


s

               (1) 

Теорема 2. Оптимальное значение s* нормы нако-
пления определяется двумя эквивалентными формулами 

,
)( *

*
*

kf
ks 

                       (2а) 



 67 

,
)(

)(
*

**
*

kf
kfks


                         (2б) 

где соответствующее оптимальное значение фондово-
оружённости k* является единственным корнем уравне-
ния 

k*:  f (k) =                                       (3) 
Доказательство. Пусть 

.)()()( 



 


s

kkskksfk                (4) 

Тогда, с учётом свойств функции (k) (см. (2.13)), функ-
ция (k) обладает следующими свойствами: 
                         1) (ks) = 0;  
                         2)  (k) > 0, если 0 < k < ks;                    (5) 
                         3) (k) < 0, если k > ks.                                

Построим с учётом свойств f(k)  графики функций 
y = k и y = f(k). Точка k~ – единственный корень уравне-
ния             

:
~k  f(k) = k.                         (6)   

        y                                            y = vk 
                                                                          y = f(k) 
                                 C 
    f(ks) 
  
 
       vks                     B  

 
                                A                              

                     0                  ks                     k~     k 
Рис. 2 

 
Очевидно, что чем больше v тем меньше k~  и наоборот.  
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Замечание. Дать экономическую интерпретацию 
для k и указанного свойства.  

Очевидно:  
1)    f(k) = vk; 
2) f(k) > vk, если 0< k< k;             (7) 

         3) f(k)< vk, если k > k. 
Так как 0 < s <1, то из того, что f(k) – vk < 0 следует, что 
sf(k) – k < 0. Таким образом, 

                            sf(k) – k < 0, если k > k .                   (8) 
Тогда, согласно (4), (8), 
   (k) < 0, если k > k,                    (9) 
и из (5), (9) следует, что 

                                       ks< k.                                        (10) 
Замечание. Дать экономическую интерпретацию 

свойства (10). 
Так как, согласно (4), (5), справедливо тождество 
                              sf(ks) = ks,                                (11) 

то из рис. 2 следует 
                          │BC│=│AC│–│AB│=  
          =f(ks) – s = f(ks) – sf(ks) = (1 – s)f(ks).                (12) 

Таким образом, из (1) и (12) следует, что задача 
максимизации удельного потребления c(s) свелась к по-
иску точки ks =  k*, такой, что 0 < k* < k , для которой 
длина │BC│отрезка BC , которую обозначим│B*C*│, 
является наибольшей. 

 Если провести прямую l, параллельную прямой  
y = k, и из точки касания C* прямой l и функции  
y = f(k) провести вертикальную линию, то точка пересе-
чения этой линии с прямой y = vk даёт искомую точку 
B*, а с осью 0k – искомую точку  k* (см. рис. 3).      

Из параллельности прямых l и y = vk следует, что 

.)()(
** kkkk dk

kd
dk

kdf




                  (13)  
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Таким образом, уравнение (3) следует из (13). Из свой-
ства 1) в (5) следует s*f(k*) = vk*. Из этого соотношения 
получается выражение для s* в виде (2а). Так как, со-
гласно (3), f ′(k*), то (2б) следует непосредственно из 
(2а). Теорема доказана.  
 

                     y 
                                                   l               y = k 

                                                                                     y = f(k)   
                                    C* 
                 f(k*)                                                                                                                       

             
k*B* 

A* 

                                 0            k*                             k~        k 
Рис. 3 

Следствие. На оптимальном решении норма на-
копления s* равняется коэффициенту эластичности по 
фондам, а норма потребления s*= (1 – s*) – коэффициен-
ту эластичности по трудовым ресурсам при k =  k*. 

Доказательство. Согласно теореме 1.5 коэффици-
енты эластичности по фондам и трудовым ресурсам 
определяются формулами  

)14(.1,
)(
)(
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Тогда сформулированное утверждение следует из (2), 
(14). 

Утверждение 1. Если ПФ является ПФ КД, то 
F(K,L) = AKL,  f(k) = Ak, 0 <<1.     (15) 

Тогда  
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Замечание. Получить формулы (16) самостоятель-
но. 

3.1. Магистральные свойства 
Полученное решение на стационарных траектори-

ях соответствует нахождению экономики на магистра-
ли. Поскольку этому состоянию соответствует стацио-
нарное решение уравнения (2.1), то достигнуть этого 
состояния экономика может за достаточно большой 
(теоретически бесконечный) промежуток времени. Рас-
смотрим случай конечного промежутка времени 
t[0,T], когда нахождение экономики на магистрали со-
ставляет часть промежутка t[T*,T**]. Очевидно, что 
 0 < T*< T**< T. При этом возникают следующие вопро-
сы:  

1. выход экономики на магистраль, когда траек-
тория k(t) с начального значения k(0)= k0 достигает 
за время T* значения k(T*)= k*, определенного в 
теореме 2;  

2. сход экономики с магистрали, когда за время 
**~ TTT   траектория k(t) достигает для обеспе-

чения условия экономического горизонта значения 
k(T) = kT.  
Исходя из смысла экономического развития нало-

жим условие 
k0 < k* < kT .                             (17) 

Тогда из (2.1) следует, что  

.
)(

~,
)( *

*

0

***  





Tk

k

k

k vkksf
dkTTTT

vkksf
dkT    (18) 

Так как время нахождения экономики на магист-
рали Tm = T* – T* > 0, то рассмотренная схема справедли-
ва при выполнении условия 

                          TTT ~* ,                          (19)  
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где T~ – время схода экономики с магистрали. При этом 
встает вопрос о выборе значения параметра нормы на-
копления s. Исходя из условия (17) при этом должно 

выполняться условие 0)(
.

tk , т.е., согласно (1.1), зада-
ча выхода экономики на магистраль и ее схода с маги-
страли выполнима для значений фондовооружённости и 
значений нормы накопления s, удовлетворяющих усло-
вию 

sf(k) > vk.                           (20) 
Полагая в (20) k = k*, получаем с учётом (20), (2) и (3), 
что параметр s должен удовлетворять условию s > s*. 

Выводы: 1) на интервалах времени соответствен-
но выхода экономики на магистраль и её схода с маги-
страли норма накопления s должна быть больше нормы 
накопления s* на магистрали; 2) минимизация времени 
выхода экономики на магистраль T* и времени схода 
экономики с магистрали T~ , т.е. максимизация времени 
нахождения экономики на магистрали Tm = T** – T*, 
достигается при s = 1, когда на интервалах времени 
t[0,T*] и t  [T**,T] весь произведённый продукт идёт 
на накопление. 

Утверждение 2. Если ПФ является ПФ КД, т.е. 
имеет вид (15), то: 
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условие (19) имеет вид 

)24(;ln
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TvksA
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v
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для s должно выполняться условие s >  . 
Замечание. Утверждение 2 доказать самостоя-

тельно. Формулы (22), (23) получены как решения урав-
нения (1.16) для функции f(k) вида (15) на интервале 
t[0,T*] при k(0) = k0 и k(T*) = k* и на интервале  
t  [T**,T] при k(T) = kT и k(T**) = k*. Убедиться, что в ре-
зультате использования формул (21) в (22), (23) дейст-
вительно получается, что k(T*) = k*, k(T**) = k*. 

§4. Экономический рост при оптимальном решении 
Так как K(t) = k(t)L(t), то уровень ОФ K*(t), соот-

ветствующий оптимальному значению фондовооружён-
ности k = k*, будет определяться, согласно (1.13), фор-
мулой 

K*(t) = k*L0et = K0
*et, K0

* = k*L0.            (1)  
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Таким образом, при оптимальном решении рост ОФ 
происходит по экспоненциальному закону с коэффици-
ентом  в темпе роста ТР. 

Поскольку средняя производительность труда    
y(t) = f(k(t)) (см. (1.8)), то  

y* = f(k*),                               (2) 
т.е. на оптимальном решении средняя производитель-
ность труда постоянна во времени и равна f(k*).  

Пусть Y*(t) – уровень ВП, достигаемый на опти-
мальном решении. Тогда, согласно (1.1), (1.13), (1), 

Y*(t) = F(K*(t),L(t)) = F( *
0K et, L0 et) .               (3) 

Условием НТП на оптимальном решении является усло-

вие 0
*


dt
dY . Тогда, согласно (3), 
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tdY

t

tt  

Так как  > 0, L0 > 0, *
0K  > 0 и по НКУ 

K
F

 > 0,  

L
F

  > 0, то из (4) следует, что  

.0)(*


dt
tdY                             (5) 

Вывод. На оптимальном решении обеспечивается 
устойчивый экономический рост. 

Определение. Если при экономическом росте, т.е. 
при росте ВП во времени, выполняется условие 

k(t) ≡ k = const, y(t) ≡ const,            (6) 
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т.е. фондовооружённость и средняя производительность 
труда являются константами, не зависящими от време-
ни, то такой экономический рост называется равновес-
ным. 

Формула (4) может быть переписана в виде  
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dt
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Введём величину относительной скорости роста ВП  

Ŷ*(t) = )8(.
))(),((

1)(
)(

1)(
*

*

*

*

tLtKFdt
tdY

tYdt
tdY

  

Очевидно, что если выполняется (5), то выполняется 
условие 

Ŷ*(t) > 0                                       (9) 
как условие устойчивого экономического роста. Так как, 
согласно главе 1, 

)10(
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)(,
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L

F
F
K

K
F  

и при этом сумма коэффициентов эластичности  и  
равна единице, то после деления  левой и правой части 
формулы (7) на F(K*(t),L(t)) получаем, согласно (8), что 

Ŷ*(t) = .                                 (11) 
Подводя итоги проведённому исследованию, 

сформулируем следующий результат. 
Теорема 3. На оптимальном в смысле максимиза-

ции потребления решении при экспоненциальном росте 
ТР с темпом  обеспечивается равновесный рост, при 
котором k(t)   k*, y(t)   y* = f(k*). При этом относитель-
ная скорость роста ВП Ŷ*(t)   Ŷ* = .  

§5. Золотое правило накопления (ЗПН) 
Из (3.2) следует 

s*f(k*) = k*f΄(k*).                                  (1) 



 75 

Так как  

)2(,
)(

))(),(()(

,
)(

))(),(()(,
)(
)(

*

*
*

*
*

*
*

tK
tLtKFkf

tL
tLtKFkf

tL
tKk








 

то из (1) и (2) следует, что 

s*F(K*(t),L(t)) = )3().(
)(

))(),(( *
*

*

tK
tK

tLtKF


  

С точки зрения потребления весь ВП делится, в 
соответствии с (1.1), (1.2), на накопление I(t) = sY(t) и 
потребление C(t) = (1 – s)Y(t), т.е. 

Y(t) = I(t) + C(t) = sF(K(t),L(t)) + (1 – s)F(K*(t),L(t)).   (4) 
На оптимальном решении 

Y*(t) = I*(t) + C*(t),                            (5) 
 где 

I*(t) = s*F(K*(t),L(t)), C*(t) = (1 – s*)F(K*(t),L(t)).      (6) 
С точки зрения производства ВП Y(t) имеет представле-
ние Y(t) = YK(t) + YL(t), где YK(t) – часть ВП, произведён-
ная за счёт ОФ K(t), а YL(t) – часть ВП, произведённая за 
счёт ТР L(t). По теореме Эйлера (см. главу 1): 

)7(,)()()( L
L

FK
K

FtY







  

где  K
K

F


 )(  и L
L

F

 )(  представляют собой доход с ОФ 

и доход с ТР, соответственно. Таким образом,  

  YK(t) = K
K

F


 )( ,     YL(t) = L
L

F

 )(  .                    (8) 

На оптимальном решении 
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Из (3) и (6) следует 
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Из (5), (6), (9), (10) следует, что  
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Таким образом, согласно (9) – (11), 
)12().()(),()( **** tYtCtYtI LK   

Данный результат известен как «Золотое правило нако-
пления». Сформулируем его в виде теоремы. 

Теорема 4. На оптимальном в смысле максимума 
потребления решении, обеспечивающем равновесный 
рост экономики, доход с капитала направляется на на-
копление, а доход с трудовых ресурсов направляется на 
потребление. 

Задачи.  
1. Провести полное исследование полученных ре-

зультатов для случая ПФ Кобба – Дугласа. 
2. Провести полное исследование полученных ре-

зультатов для случая CES-ПФ (= 1). 

§6. Максимизация потребления работодателей 
Усложним проблему введением в постановку за-

дачи условия того, что и работодатель, понимаемый в 
рамках макроэкономики как совокупный (обобщённый) 
работодатель, также потребляет часть ВВП. Возникаю-
щие при этом основные вопросы: 

1. в каких пропорциях должен делиться ВВП; 
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2. возможен ли при этом экономический рост;  
3. может ли работодатель потреблять больше, чем 

наёмные рабочие. 

6.1. Математическая модель 
Пусть, как и при рассмотрении предыдущей про-

блемы, 
Y(t) = F(K(t),L(t)),   t ≥0,                        (1) 

 где F )( – ЛОПФ, а  
L(t) = L0et, L0 > 0,  0.                            (2) 

Пусть весь ВП Y(t) делится на три части в виде 
Y(t) = I(t) + CK(t) + CL(t),                       (3)  

 где I(t) – инвестиции (накопление), CK(t)  – потребление 
работодателей, CL(t) – потребление наёмных работни-
ков. Пусть s1 – норма накопления, s2 – норма потребле-
ния работодателей, а s~ = 1 – s1 – s2  является нормой по-
требления наёмных работников. Тогда  
   I(t) = s1Y(t), CK(t) = s2Y(t), CL(t) = (1– s1– s2)Y(t),         (4) 
0  s1  1, 0  s2  1, 0< s1 + s2  1, s1 + s2 + s~ =1,        (5) 
т.е. 
F(K(t),L(t)) = s1F(K(t),L(t)) + s2F(K(t),L(t)) +  
          + (1 – s1–ыs2)F(L(t),L(t)) = s1F(K(t),L(t)) + 
          + t2F(K(t),L(t)) + s~ F(K(t),L(t)) =  
                = sF(K(е),L(t)) + s~ F(K(t),L(t)),                        (6) 
где 

 s = s1 + s2, s~ = 1 – s = 1 – s1 – s2               (7) 
и являются, соответственно, совокупной нормой накоп-
ления и потребления работодателей и нормой потребле-
ния наёмных работников.При этом  

                                 s + s~  = 1.                                (8) 
Аналогично рассмотрению предыдущей проблемы 

для ОФ K(t) имеет место дифференциальное уравнение 
 )9(0),())( 1 ,ttK)F(K(t),L(tstK   
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где  > 0 – коэффициент амортизации ОФ. Считаем, 
что выполняется основное условие теории предельной 
трудовой стоимости (предельной производительности 
труда), когда  

),())( tYL(t)
L(t)

)F(K(t),L(ttC LL 



         (10) 

т.е. потребление наемных работников осуществляется 
только за счет ВП, произведенного их трудом. Посколь-
ку CK(t) = s2F(K(t),L(t)), то задача максимизации потреб-
ления работодателей ставится следующим образом: при 
заданном изменении ТР L(t) в виде (2) и изменении ОФ 
K(t) в соответствии с дифференциальным уравнением 
(9) и ограничении (10) найти такие значения параметров 
s1 и s2, удовлетворяющих условиям (5), чтобы величина 
потребления работодателей CK(t) достигала максималь-
ного значения. Таким образом, критерий оптимальности 
имеет вид 

CK(t) = s2F(K(t),L(t))  max.          11 
Модифицируем постановку задачи, введя в рас-

смотрение  
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т.е. фондовооруженность k(t), удельные потребления 
работодателей ck(t) и наемных работников cL(t), сред-
нюю производительность труда y(t) = f(k(t)). Делением 
(3) на L(t) получим с  учетом (6) и (12), что 
                       y(t) = i(t) + cK(t) + cL(t) = 

           = s1f(k(t) + s2f(k(t))+(1 – s1 – s2 ) f(k(t))= 
= s1f(k(t)) + s2f(k(t))+ s~ f(k(t)).                      13 

 Аналогично 1.16 получим, что k(t) определяется диф-
ференциальным уравнением 
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 15.0,0,
14,0,1


 ttktkfstk

 

Делением (11) на L(t) получаем в соответствии с (12) 
cK(t) = s2f(k(t))  max.                   16 

Аналогично после деления 10 на L(t) следует, что  
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С учетом (12) 
          

              ./

)(

2 L
KkfkfL

L
KkfkfL

L
LKkfkf

L
k

k
kfLkf

L
kfLkf

L
kLf

L
F


























 

Итак, 
    
           18., tkftktkf
tL

tLtKF 


  

Тогда из 13, 17, 18 следует, что условие 10 при-
нимает вид 

            19.)(1 21 tkftktkftkfss    
Итак, пришли к следующей задаче: при изменении 

фондовооруженности k(t) в соответствии  с дифферен-
циальным уравнением 14 и при выполнении  условия 
19 найти такие значения параметров s1 и s2, чтобы ве-
личина удельного (относительно ТР L(t)) потребления 
работодателей  cK(t)  достигала максимального значе-
ния, т.е. чтобы выполнялось условие 16. 

6.2. Решение задачи на стационарных траекториях 

Каждому значению параметра s1(0,1) соответст-
вует своя траектория дифференциального уравнения 
(14) при условиях (15) и некотором начальном условии 
k(0) = k0, которую обозначим ks(t). 
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Определение. Стационарное значение ks(t)  ks =  
= const, как функция параметра s, называется стацио-
нарной траекторией. 

Теорема 5. Стационарная траектория ks является 
единственным корнем уравнения 

 s1f(k) –k = 0,                        (20) 
причём ks > 0. 

Доказательство проводится аналогично доказа-
тельству теоремы 1.1. 

Поставленную в 6.1 задачу будем решать на ста-
ционарных траекториях: для значений ks, удовлетво-
ряющих условию (20) и условию (19): 

(1 – s1 – s2)f(ks) = f(ks) – ksf(ks),          (21) 
найти такие значения параметров 

 s1 = s1
*, s2 = s2

*, *~~ ss  =1 – s1 – s2
*,      (22) 

удовлетворяющих условиям (5), чтобы выполнялось ус-
ловие оптимальности в смысле критерия  

ck(s) = s2f(ks) → max.                    (22) 
Теорема 6. Пусть для f(k) выполняются неоклас-

сические условия: 
1. f(k) > 0, k > 0; f(k) = 0, k = 0; 
2. f ′(k) > 0 , f ′′(k) < 0; 
3. lim f ′(k) = ∞ при k↓0; 
4. lim f ′(k) = 0 при k↑∞. 

Пусть, кроме того, дополнительно выполняются сле-
дующие условия: 

5. f ′′′(k) > 0; 
6.  lim kf′′(k)↑0 при k ↑ ∞;                           (23) 
7. f ′(k) > k|f′′(k)|;                                          (24) 
8. 2f ′′(k) + kf ′′′(k) < 0.                                 (25)  

Тогда: 
1) оптимальные значения s1

*, s2
* и *~s , соответст-

венно нормы накопления, нормы потребления работода-
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телей и нормы потребления наёмных работников, опре-
деляются в виде  

)26(,
)(

)()(

)(
)(

)(
)()(

)(
)(

*

*2*

*

**

*

*2*

*

**
*
1

kf

kfk

kf
kfk

kf
kfk

kf
kfks















 

)28(;
)(

)(11~

)27(,
)(

)()(

)(
)()(

*

**
*
2

*
1

*

*

*2*

*

*2*
*
2

kf
kfksss

kf

kfk

kf
kfks








  

2) оптимальное значение фондовооружённости k* 
является единственным корнем уравнения 

f′(k) + kf″(k) = .                        (29) 
Доказательство. Из (21) следует, что  

         s2 f(ks) = ks f ′(ks) – s1 f(ks).             (30) 
Использование (20) в (30) даёт 

 s2 f(ks) = ks [f ′(ks) – ] .                (31) 
Таким образом, критерий оптимальности (22), согласно 
(31) принимает вид 

 cK(ks) = ks [f ′(ks) – ]   max .        (32) 
Необходимое условие максимума функции cK(ks)  

dcK(ks) /dks = 0                      (33) 
имеет, согласно (32), вид 

f ′(ks) +ksf ′′(ks) –  = 0.                (34) 
Таким образом, уравнение (29) следует из (34). Доста-
точное условие максимума  

d2cK(ks) /dks
2  < 0,                              (35) 

согласно (34) имеет вид 
2 f ′′(ks) + ks f ′′′(ks) < 0.                    (36) 

Условие (25) обеспечивает выполнение (36). Пусть 
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k) = f ′(k) + kf ′′(k),                          (37) 
т.е. k) обозначает левую часть уравнения (29).Тогда, 
используя (25), получаем, что  

′k) = 2 f ′′(k) + kf ′′′(k) < 0,              (38) 
т.е. функция k) является монотонно убывающей 
функцией. Из условий 2) – 5) теоремы 6 следует, что 

.0)(lim,)(lim
0


 kk

kk                   (39) 

Так как, согласно (24), k) > 0, и  0, то монотонное 
убывание k) совместно  со свойствами (39) обеспечи-
вает единственность корня уравнения (29). 

Как и при доказательстве теоремы 3.2 должно вы-
полняться условие для ks вида  

                               ks < k~  ,                                 (40) 
где k~ является единственным корнем уравнения 

f(k) = k.                                 (41)  
        f΄(k)  (k) 
                                         f΄(k) 

 
(k) 

 
                     
 
 
 
                        0        k*        *

Lk                        k 
Рис. 4 

 
Поскольку корень *

Lk  уравнения (см. (3.3)) 
 )(kf                                  (42) 

обладает свойством ,~* kkL   то тем более таким свойст-
вом, с учётом 2) – 6), (39) будет обладать корень урав-
нения (29) (см. рис.4). Таким образом 
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0 < k*< *
Lk < k~ ,                            (43) 

т.е. действительно единственный корень k* уравнения 
(29) принадлежит стационарным траекториям. 

Из (20) следует, что 

.
)( *

*
*
1 kf

vks                              (44) 

Использование (29) при k = k* в (44) приводит к перво-
му варианту формулы (26), а второй вариант этой фор-
мулы следует из того, что f ″(k*) < 0 (см. условие 2)). Из 
(30) следует, что 

.
)(

)( *
1*

**
*
2 s

kf
kfks 


                    (45) 

Использование (26) в (45) приводит к (27). Так как, со-
гласно (22), *

2
*
1

* 1~ sss  , то (28) следует из (26), (27). 
Теорема доказана. 

Следствие 1. Формулам (26), (27) эквивалентны 
следующие формулы 

,
)( *

*
*
1 kf

vks              (46а) 

.
)()(

)(
*

*

*

**
*
2 kf

vk
kf

kfks 


          (46б) 

Доказательство. Из (29) следует, что  

.)()( *

*
*

k
kfvkf


                 (47) 

Использование (47) в (26) приводит к (46а), а (46б) сле-
дует из (45), (46а). 

Следствие 2. На оптимальном решении сумма 
норм накопления *

1s  и потребления работодателей *
2s   

,*
2

*
1

* sss                              (48) 
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равна коэффициенту эластичности по фондам, а норма 
потребления наёмных работников *~s  – коэффициенту 
эластичности по трудовым ресурсам при k = k*: 

)50(
)(

)(1)(~

)49(,
)(

)()(

*

**
**

*

**
**

2
*
1

kf
kfkks

kf
kfkkss







 

Доказательство. Согласно теореме 1.5 коэффици-
енты эластичности по фондам (k) и трудовым ресурсам 
(k) определяются формулами 

).(1)(,
)(
)()( kk

kf
kfkk 


     (51) 

Тогда формулы (49), (50) следуют из (28), (45). 

6.3. Золотое правило накопления и экономический 
рост 

Так как K(t) =k(t)L(t), то уровень ОФ )(* tK , соот-
ветствующий оптимальному значению фондовооружён-
ности k*, будет определяться, согласно (2), формулой 
              *K (t) = *k L0et = *

0K et, *
0K  = *k L0 ,             (52) 

т.е. при оптимальном решении рост ОФ происходит по 
экспоненциальному закону с коэффициентом в темпе 
роста ТР. Так как средняя производительность труда  
y(t) = f(k(t)), то  

                                     y*= f(k*),                                  (53) 
т.е. на оптимальном решении средняя производитель-
ность труда постоянна во времени. 

Пусть Y*(t) – уровень ВП, достигаемый на опти-
мальном решении. Тогда, согласно (1), (2), (52), 

Y*(t) = F(K*(t),L(t)) = F( *
0K et,L0et).           (54) 

Условием НТП на оптимальном решении является 
условие 
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)55(.0)(*


dt

tdY  

Согласно (54) 

)56(.)(
)(

))(),(()(
)(

))(),((

)(
))(),((

)(
))(),(()(

*
*

*

*

0

*
*
0*

**



































 

tL
tL

tLtKFtK
tK

tLtKF

L
tL

tLtKFK
tK

tLtKFe
dt

tdY t

Так как  > 0, L0 > 0, *
0K  > 0 и по неоклассическим усло-

виям ,0)(,0)(









L

F
K

F то из (56) следует справедли-

вость (55). Таким образом, на оптимальном решении 
обеспечивается устойчивый экономический рост.  

Введём величину относительной скорости роста 
ВП 

Ŷ(t) )57(.
))(),((

1))(),((
)(

1)(
*

*

*

*

tLtKFdt
tLtKdF

tYdt
tdY

  

Так как, согласно главе 1, 

)58(,
)(

)(,
)(

)(









F

L
L

F
F
K

K
F  

 где и – коэффициенты эластичности по ОФ и ТР и 
при этом   +  = 1, то поделив (56) слева и справа на 
F(K*(t),L(t)), получаем с учётом (57), (58), что 

Ŷ(t) = λ.                                  (59) 
Таким образом, пришли к следующему результату. 

Теорема 7. На оптимальном в смысле максимиза-
ции потребления работодателей решении при экспонен-
циальном росте ТР с темпом обеспечивается равно-
весный рост экономики. При этом k(t) ≡ k* , y(t) ≡ y* = 
 = f(k*) и относительная скорость роста ВП Ŷ(t) = . 

Рассмотрим вопрос о том, в каких пропорциях 
при оптимальном решении делится ВП. 
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Теорема 8. Инвестиции в основные фонды плюс 
потребление работодателей равны доходу с ОФ, т.е. 

)60().(
)(

))(),(())(),(()( *
*

*
**

2
*
1 tK

tK
tLtKFtLtKFss






Потребление наёмных работников равно доходу с ТР, 
т.е.  

)61().(
)(

))(),(())(),((~
*

** tL
tL

tLtKFtLtKFs



  

Доказательство. Из (26) следует, что  
)62(.)()()()( *2*****

1 kfkkfkkfs   
Так как  

)63(,
)(

))(),(()(,
)(
)( *

*
*

*

tL
tLtKFkf

tL
tKk   

то 

)64).((
)(

))(),(()(,
)(

))(),(()( 2*

*2
*

*

*
* tL

tK
tLtKFkf

tK
tLtKFkf










Использование (63), (64) в (62) даёт 

  )65(.)(
)(

))(),(()(
)(

))(),((

))(),((

2*
2*

*2
*

*

*

**
1

tK
tK

tLtKFtK
tK

tLtKF

tLtKFs












Из (27) следует, что 
)66(.)()()( *2***

2 kfkkfs   
Использование (63), (64) в (66) даёт 

)67(.))((
)(

))(),(())(),(( 2*
2*

*2
**

2 tK
tK

tLtKFtLtKFs





Тогда (60) следует непосредственно из (65), (67). 
Из (28) следует 

)68().()()(~ ***** kfkkfkfs   
Использование (63), (64) в (68) даёт 
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)69().(
)(

))(),(())(),((

))(),((~
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tLtKFtLtKF

tLtKFs








По формуле Эйлера для ЛОПФ 

).(
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tLtKFtK
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(70) 

Отсюда  

).(
)(

))(),((

)(
)(

))(),(())(),((

*

*
*

*
*

tL
tL

tLtKF

tK
tK

tLtKFtLtKF












        (71) 

Использование (71) в (69) приводит к (61). Теорема до-
казана. 

Вывод из доказанного результата, который пред-
ставляет собой «Золотое правило накопления» в рас-
смотренной задаче, заключается в следующем: 

1) весь валовой продукт, произведённый за счёт 
трудовых ресурсов, идёт на потребление наёмных ра-
ботников; 

2) весь валовой продукт, произведённый за счёт ос-
новных фондов, идёт на инвестиции в основные фонды 
и потребление работодателей. 

6.4. Случай ПФ Кобба – Дугласа 
Теорема 9. Пусть 

F(K,L) = L,    > 0,    > 0,   +  = 1,          (72) 
т.е.  

   f(k) = Ak
Тогда  
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)74(,
1

1
2

*














Ak  

)75(.1~),1(, *2*
2

2*
1  sss  

Замечание. Доказать самостоятельно.  
Графики **

2
*
1

~,, sss приведены на рис. 5. Кроме того, 
приведён график для s*= , определяющий норму инве-
стиций в задаче максимизации CL (см. теорему 1).  
 
                         1 
 
                           *~s                       *

1s  
                   0,5          
                                      *s  

                      0,25                      *
2s       

 
                           0                   0.5 ~              1    

Рис.5  
 

Комментарии к полученному решению: 
1) норма потребления работодателей меньше нормы 

потребления наёмных работников, т.е. 
.~**

2 ss                                  (76) 
Таким образом, для обеспечения сбалансированного 
роста в экономике, функционирующей в соответствии с 
ПФ КД, работодатель вынужден потреблять меньше на-
ёмных работников. 

2) )(*
2 s  монотонно возрастает от 0)0(*

2 s  до  
)5,0(*

2s  = 0,25 на интервале )5,0;0(  и монотонно 
убывает от  0)1(до25,0)5,0( *

2
*
2  ss на интерва-

ле )1;5,0( . 
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3) )(*
1 s  является монотонно возрастающей функ-

цией от .1)1(sдо0)0( *
1

*
1 s  При этом: 

*
2

*
1

*
2

*
1

*
2

*
1 );5,0;0(для;25,0)5,0()5,0( ssssss   

для ).1;5,0( Таким образом, в области )1;5,0(  де-
фицита ОФ капиталист вынужден потреблять меньше, 
чем инвестировать в развитие ОФ. 

4) )(~* s является монотонно убывающей функцией 
от ,0)1(~до1)0(~ **  ss т.е. в области избытка ОФ на 
потребление наёмных работников идёт значительная 
часть ВП, а по мере роста дефицита ОФ норма потреб-
ления наёмных работников уменьшается в связи с рос-
том нормы инвестиций. При этом: )~()~(~ *

1
*  ss , где 

*
1

*~;612,02/)15(~ ss   для *
1

*~);~;0( ss   
для ),1;~( т.е. в области существенного дефицита ОФ 
наёмными работниками потребляется меньше, чем ин-
вестируется в воспроизводство ОФ. 

5) В задаче максимизации потребления наёмных 
работников (см. следствие к теореме 2)  

)77(.,
1

1

*** 






 


v

Akks L  

Из (74), (75) следует, что ***
1

* , kkss L   т.е. в задаче 
максимизации потребления наёмных работников значе-
ния нормы инвестиций и фондовооружённости больше, 
чем значения этих величин в задаче максимизации по-
требления работодателей. При этом .*

2
*
1

* sss   
Все рассуждения параграфа 3.1, касающиеся маги-

стральных свойств в задаче максимизации потребления 
наёмных работников, справедливы и для задачи макси-
мизации потребления работодателей с заменой всюду s 
на s1 и условия *

1ss  на условие *
11 ss  . 
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Глава 4. Максимизация потребления и эко-
номический рост в двухсекторной экономике 

§1. Математическая модель 
Считаем, что экономика разбита на два сектора: 

 1-й сектор – это производство средств производства 
(основных фондов); 2-й сектор – это производство 
предметов потребления (потребительских благ). Основ-
ные предположения заключаются в следующем. 

1) Общие трудовые ресурсы L(t) имеют, как и в 
случае односекторной экономики, рассмотренном в 
предыдущей главе, экспоненциальный закон, т.е.  

L(t) = L0 et , L0 > 0, > 0.               (1) 
2) Общие трудовые ресурсы L(t) делятся между 

секторами на L1(t) и L2(t) в виде 
L(t) = L1(t) + L2(t)                               (2) 

в соответствии с нормами использования q и 
q~ = (1 – q), т.е. L1(t)=qL(t)=qL0 et, 

L2(t) = (1  q)L(t) = (1 – q)L0 et,              (3) 
                                   0 < q < 1.                                   (4) 

3) Выпуск ВП в первом секторе Y1(t) происходит 
в соответствии с ПФ F(K1(t),L1(t)), т.е. 

Y1(t) = F1(K1(t),L1(t)).                   (5) 
4) Выпуск ВП во втором секторе Y2(t) происходит 

в соответствии с ПФ F2(K2(t),L2(t)), т.е. 
Y2(t) = F2(K2(t),L2(t)).                   (6) 

5) Валовой продукт первого сектора используется 
только на инвестиции I1(t) и I2(t) соответственно в пер-
вый и второй секторы в соответствии с нормами инве-
стиций s и s~ = 1 – s, т.е. 

Y1(t) = I1(t) + I2(t) = 
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= sF1(K1(t),L1(t)) + (1 – s) F1(K1(t),L1(t)),    (7) 
                       0 < s < 1.                                    (8) 

6) Валовой продукт второго сектора используется 
только на потребление, т.е.  

C(t) = Y2(t) = F2(K2(t),L2(t)).          (9) 
7) ПФ F1 )( и F2 )( являются линейно однородны-

ми. 
8) Амортизация основных фондов обоих секторов 

экономики происходит с одним коэффициентом  
> 0.  

Тогда рассуждения, аналогичные тем, которые 
привели к уравнению (3.1.6), дают следующие диффе-
ренциальные уравнения для K1(t)и K2(t): 

)11(.0),())(),(()1()(
)10(),())(),(()(

21112

11111





ttKtLtKFstK
tKtLtKsFtK




 

Задача. При заданном изменении общих ТР L(t) в 
виде (3) и изменении ОФ K1(t) и K2(t) в обоих секторах 
экономики в соответствии с дифференциальными урав-
нениями (10), (11) найти такой закон распределения ВП 
первого секторы на инвестиции в первый и второй сек-
тора и такой закон распределения ТР между первым и 
вторым секторами, т.е. такие значения параметров s и q, 
чтобы величина потребления достигала максимального 
значения. Таким образом, критерий оптимальности име-
ет вид 

 
)12(.max))(),(()(

10;10222 


qs
tLtKFtС  

Модифицируем постановку задачи введением в 
рассмотрение удельных величин 
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где k1(t) и k2(t) – фондовооружённость в первом и вто-
ром секторах, с(t) – потребление на единицу трудовых 
ресурсов (удельное потребление), 

                y1(tе) = f1(k1(t)), y2(t) = f2(k2(t))              (14) 
есть средняя производительность труда в первом и вто-
ром секторах. Делением (10) на L1(t) с учётом (13) полу-
чаем  
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Так как  
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 то из (15) и (16) следует 
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Согласно (1), (3) 
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Таким образом, уравнение (17) принимает вид 
)19().()())(()( 1111 tktksftk   

После деления (11) на L2(t) получаем, с учётом (13), 
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Из (3) следует, что  
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Тогда, с учётом (13), 
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Подстановка (22) в (20) даёт  
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Так как  
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то из (23), (24) следует 
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Согласно (1), (3)  
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Таким образом, уравнение (25) принимает вид 
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После деления (9) на L(t) получаем, с использо-
ванием (3), (13), что 

)28(.))(()1(
)(

))(),((
)1(

)(
))(),((

)(
)(
)(

22
2

222
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tkfq
tL

tLtKFq

tL
tLtKFtc

tL
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Таким образом, критерий максимизации потребления 
(12) сводится к критерию максимизации удельного по-
требления 

)29(.max))(()1()(
}10;10{22 


qs

tkfqtc  

Итак, пришли к следующей задаче: при экспонен-
циальном изменении ТР вида (1) и изменении фондово-
оружённостей k1(t) и k2(t) первого и второго секторов 
экономики в соответствии с уравнениями 

)30(,)())(()( 1111 tktksftk   

)31(),())((
)1(
)1()( 2112 tktkf

q
sqtk 




  

0,0,,0 t  
 найти такие значения параметров s и q, удовлетворяю-
щих условиям (4), (8), чтобы величина удельного по-
требления c(t) достигала максимального значения, т.е. 
чтобы выполнялось условие (29). 



 95 

§2. Стационарные траектории 
Каждому из значений параметров s и q из интерва-

лов s(0;1), q(0;1) соответствуют при некоторых на-
чальных условиях k1(0) = ,0

1k  k2(0) = 0
2k свои траектории 

решений уравнений (1.30), (1.31), которые будем обо-
значать k1(t;s,q) и k2(t;s,q). Если двухсекторная экономи-
ка функционирует достаточно долго, то встаёт вопрос о 
существовании стационарных значений 

k1(t;s,q) = const = k1(s,q), k2(t;s,q) = const = k2(s,q). 
Определение. Стационарные значения k1(s,q) = 1k и 

k2(s,q) = 2k решений уравнений (1.30) и (1.31) будем на-
зывать стационарными траекториями. 

Теорема 1. Стационарная траектория 1k > 0 явля-
ется единственным корнем уравнения 

                           sf1(k1) – k = 0,                              (1) 
а стационарная траектория 2k > 0 определяется форму-
лой  

)2(.)(
)1(
)1( 1

2 



kf

q
sqk  

Доказательство. Так как 01 k  при k1 = const, то 
условие (1) является условием существования стацио-
нарной траектории 1k . Единственность 1k  доказывается 
аналогично доказательству единственности стационар-
ной траектории ks в предыдущей главе (теорема 3.1). 

Так как 02 k  при k2 = const, то формула (2) следует 
непосредственно из (1.31). Единственность 2k  очевид-
на. 
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§3. Решение задачи на стационарных траекториях 
Поставленную в §1 задачу будем решать на ста-

ционарных траекториях: найти значения s = s*, q = q* и 
соответствующие значения 1k = *

1k , 2k = *
2k из условия 

  c = (1 – q)f( 2k ) 
}10;10{

max



qs

.                          (1) 

Теорема 2. Оптимальные значения s* и q* опреде-
ляются формулами 

,
)(

)(
*
11

*
11

*
1*

kf
kfks


                             (2а) 

,
)(

)(
*
22

*
22

*
2*

kf
kfkq


  (2б) 

где соответствующие оптимальные значения *
1k и *

2k  
фондовооружённостей k1 и k2 являются единственными 
корнями уравнений 

)4(.
)()1(

)(

)(

)3(,)(
*
11

*

2
22

22

11





















kfsk
kf

kf

kf

 

Доказательство. Построим графики функций  
y = f1(k1)  и y = k1 с учётом свойств f1(k1), где 1

~k  есть 
единственный корень уравнения 

                           f1(k1) = k1,                          (5) 
а 1k  – некоторая стационарная траектория (см. рис. 1). 
Свойство 1k < 1

~k  доказывается аналогично соответст-
вующему свойству в предыдущей главе. При этом пря-
мая l1 параллельна прямой y = k1. 
Поскольку tg = ,)( 1 k то очевидно, что уравнение 
прямой l1 имеет вид  
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)6(.)()( 1111 kkkfy   
Тогда из (6) следует, что 

)7(.)()0( 1111 kkfyOB   
 

y=k1 
  

  
 
 
 
 
 

1̂k                  0                           1k                     1
~k            k1  

Рис. 1 
 

Поскольку, согласно формуле (1) в §2, 
)8(),( 111 ksfk   

то из (7) и (8) следует, что 
)9().()1(|| 111 kfsOB   

Согласно (6) и рис. 1 
)10().ˆ()ˆ(0)ˆ( 11111 kkkfky   

Отсюда 

)11(.)(ˆ 11
11 


kfkk  

Использование (8) в (11) даёт 

)12(.)()1(ˆ 11
1 




kfsk  

Поскольку 01̂ k , а 0 < s <1, то из (12), согласно рис. 1, 
следует 

│OA1│= .)()1( 11


 kfs                                 (13) 

                    y 
                                                          l1                             y = vk1 

 

              )( 11 kf                                       C                        y = f1(k1) 
 
 
                      B1 
 
   A1      
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Построим график функции y = f2(k2) (рис. 2), где 2k – 
некоторая стационарная траектория, откладывая влево 
от начала координат отрезок ОА2 такой, что 

│OA2│=│OA1│.                                    (14) 
                         y                                           l2 
 
                 )( 22 kf                           D                  y = f2(k2)  
 
 
                         B2 
                         

          A2                                    A 
            2k̂            0                        2k                     k2  

Рис. 2 
Из подобия треугольников A2OB2 и A2AD следует 
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Отсюда 
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2
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kkf
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kADOB  

Из (13), (14) следует 

)17(.
)()1( 11

2

1

2

2

2

kfs
k

OA
k

OA
k




  

Использование (1), (2) из §2 в (17) даёт 

)18(.
)1()()1)(1(

)()1(

11

11

2

2

q
q

kfsq
kfsq
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k







  

Отсюда 

)19(.
)1(

11
2

2

qOA
k


  

Подстановка (19) в (16) даёт 
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)20().()1( 222 kfqOB   
Из (1) и (20) следует, что задача максимизации 

удельного потребления c свелась к задаче поиска среди 
стационарных траекторий { 21;kk } такой траектории 
{ *

2
*
1 ;kk }, для которой отрезок ОB2 имеет наибольшую 

длину.                                                          y = k1 

     y                                 *
1l   

      )( *
11 kf                                                     y = f1(k1) 

                                            C* 
 
 
             *

1B                                                          
    *

1A              
        *

1̂k     0                      *
1k                          k1  
Рис. 3 

                  
                        y                                             *

2l  
 
              )( *

22 kf                            D*                       y = f2(k2) 
                  
           
                     *

2B  
          *

2A  

            *
2k          0                           *

2k             k2 
Рис. 4 

Из рис. 2 следует, что максимальное увеличение 
│OB2│ возможно за счёт увеличения угла до тех пор 
пока прямая l2 не станет касательной к кривой y = f2(k2), 
и за счёт увеличения │OA2│, т.е. согласно (14),│OA1│ 
путём параллельного переноса прямой l1 до тех пор, по-



 100 

ка она не станет касательной к кривой y = f1(k1). Эти 
преобразования изображены на рис. 3, 4. Значения 

*
11 kk   и *

22 kk   будут искомыми оптимальными зна-
чениями фондовооружённости. 

Поскольку тангенс угла наклона касательной *
1l  к 

кривой y = f1(k1) в точке С* совпадает с тангенсом угла 
наклона прямой y = k1, то из этого условия следует 
уравнение (3). Из (2а) следует, что 

)21(,)( *
11**

1 


kfsk  

т.е. фондовооружённость *
11 kk  достигается при 

)22(.
)( *

11

*
1*

kf
ks   

Согласно (3) 
)23(.)( *

11  kf  
Использование (23) в (22) приводит к (2а). Так как  

*
1

*
2 OAOA  , то из (13), с учётом (23), следует 

)24(.
)(

)()1(
*
11

*
11

*
*
2 kf

kfsOA



  

Поскольку ,0ˆ*
2 k то из  (23), (24) следует  

)25(.0,
)()1(

0,
)(

)()1( *
11

*

*
11

*
11

*
*
2 

























kfs
kf

kfs
A  

Так как тангенс угла касательной *
2l и кривой y = f2(k2) в 

точке D* равен )( *
22 kf  , то уравнение прямой *

2l  имеет 
вид 

)26().)(()( *
22

*
22

*
22 kkkfkfy   

Так как 0)ˆ( *
2 ky  в точке *

2A , то из (25), (26) следует 
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)27(.0
)()1(

)()( *
2

*
11

*
*
22

*
22 











 k

kfs
kfkf  

Отсюда 
  )28().()()1()( *

22
*
11

**
2

*
22 kfkfskkf   

Из (2) в §2 следует, что 

)29(.
)(

)1(
)1( *

11
*

**
*
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q

sqk  

Отсюда 

  )30(.
)()1( *

11
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2
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kfsk
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Согласно (28) 

  )31(.
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)()()1( *

22

*
22*

11
**

2 kf
kfkfsk


  

Использование (31) в (30) приводит к (2б). Формула (31) 
может быть переписана в виде 

)32(.)()1(
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kfsk
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kf  

Поскольку (32) – тождество, то отсюда следует уравне-
ние (4) для нахождения *

2k . Докажем единственность 
решения. Пусть  

)33(.
)(
)()( 2

22

22
2 k

kf
kfk 


  

Так как, согласно неоклассическим условиям  f2(0) = 0,  

 )0(2f , то (0) = 0. Найдём .)()(
2

2
2 dk

kdk 
  Из (33) 

следует, что  

)34(.
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)( 2

22

2222
2 kf
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Согласно неоклассическим условиям f2(k2) > 0, 
.0)(,0)( 2222  kfkf Таким образом, ,0)( 2  k  т.е. 

)( 2k  – монотонно возрастающая из нуля функция.  

Так как ,0
)()1( *

11
*





kfs

 то уравнение 

)35(,)()1()(
*
11

*

2 



kfsk  

т.е. уравнение (4) имеет единственное решение. Теорема 
доказана. 
                   k) 
                 

   


)()1( *
11

* kfs
 

 
 
 
 
                        0              *

2k         *
2k               k2 

Рис. 5 
Следствие. На оптимальном решении нормы на-

копления s* и *~s = 1 – s* в 1-м и 2-м секторах экономики 
равняются соответственно коэффициентам эластично-
сти по фондам и трудовым ресурсам в первом секторе 
при ,*

11 kk   а нормы использования трудовых ресурсов 
q* и  1~*q  q* в первом и втором секторах экономики 
равняются соответственно коэффициентам эластично-
сти по фондам и трудовым ресурсам во втором секторе 
при .*

22 kk   
Доказательство. Согласно теореме 1.5 коэффици-

енты эластичности по фондам  и трудовым ресурсам 
определяются формулами  
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)36(.1,
)(
)(





kf
kfk  

Тогда сформулированное утверждение следует из (2) и 
(36). 

Замечание. Очевидно, что полученные значения 
**

1 , sk соответствуют максимальному значению |OB1| 
(см. рис.1), которое равно |OB *

1 | (см. рис.3). Из сравне-
ния (9) с (3.3.12) данное утверждение следует непосред-
ственно из теоремы 3.2 с заменой *k на *

1k . 
Теорема 3. Пусть F1(·) и F2(·) являются ПФ КД, 

т.е.  
)37(.),(,),( 2211

222222111111
  LKALKFLKALKF

Тогда  
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Замечание. Доказать самостоятельно. 

§4. Экономический рост при оптимальном  
решении 

Так как K1(t) = k1(t)L1(t), K2(t) = k2(t)L2(t), то уровни 
),(),( *

2
*
1 tKtK  соответствующие оптимальным значени-

ям фондовооружённостей k1 = ,*
1k  k2 = *

2k  соответствен-
но в 1-м и 2-м секторах экономики, будут определяться, 
согласно (1.3), формулами 
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Таким образом, при оптимальном решении рост 
ОФ в обоих секторах экономики происходит по экспо-
ненциальному закону с коэффициентом  в темпе роста 
ТР.  

Поскольку средние производительности труда 
 y1(t) = f1(k1(t)), y2(t) = f2(k2(t)), то 

)4(),(),( *
22

*
2

*
11

*
1 kfykfy   

 т.е. на оптимальном решении средние производитель-
ности труда в обоих секторах экономики постоянны во 
времени и равны соответственно )( *

11 kf  и )( *
22 kf . 

Пусть )(),( *
2

*
1 tYtY  – уровни ВП соответственно в 

1м и 2-м секторах экономики, достигаемые на опти-
мальном решении. Тогда, согласно (1.3) – (1.6), (1), (2) 
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Условиями НТП в обоих секторах экономики на опти-
мальном решении являются условия  

)8(.0
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2
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1 
dt

tdY
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Тогда, согласно (5) – (7), 
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Так как ,0,0,0,0,0 *
20

*
20

*
10

*
10  LKLK  и по 

НКУ ,0,0 







L
F

K
F  то из (9), (10) следует справедли-

вость условий (8). Таким образом, на оптимальном ре-
шении обеспечивается устойчивый экономический рост 
как для секторов экономики в отдельности, так и для 
всей экономики в целом, когда выполняется условие 

)11(,0)(*


dt
tdY  

 где 
)12()()()( *

2
*

1
* tYtYtY   

 есть общий ВВП всей экономики. 
Определение. Если при экономическом росте как в 

отдельных секторах, так и во всей экономике выполня-
ются условия 

)14(const,)(const,)(
)13(const,)(,const)(

2211

2211




ytyyty
ktkktk

 

т.е. фондовооружённости и средние производительно-
сти труда в 1-ом и 2-ом секторах экономики являются 
константами, не зависящими от времени, то такой эко-
номический рост в двухсекторной экономике называет-
ся равновесным. 

Так как  
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 то формулы (9), (10) могут быть переписаны в виде 
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Введём величины относительных скоростей роста ВП в 
1-м и 2-м секторах экономики  
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Очевидно, что если выполняются условия (8), то выпол-
няются и условия  
                            1̂Y (t) >0, )(2̂ tY >0                                  (20) 
как условия устойчивого экономического роста. Так как 
согласно главе1  
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 где ,  и , являются коэффициентами эластич-
ностей соответственно по фондам и по трудовым ресур-
сам в 1-ом и 2-ом секторах экономики, и при этом  
+ = 1, + = 1, то делением слева и справа фор-
мул (16) и (17) соответственно на  ))(),(( *

1
*
11 tLtKF  и 

))(),(( *
2

*
22 tLtKF  получаем с учётом (18) и (19), что 

)23(.)(ˆ,)(ˆ *
2

*
1  tYtY  

Подводя итоги проведённому исследованию, 
сформулируем следующий результат. 
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Теорема 4. На оптимальном в смысле максимума 
потребления решении при экспоненциальном росте ТР с 
темпом  обеспечивается равновесный рост, при кото-
ром 

).()(),()(,)(,)( *
22

*
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*
11

*
11

*
22

*
11 kfytykfytyktkktk 

При этом относительные скорости роста ВП в 1-м и  
2-м секторах экономики    
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§5. Золотое правило накопления (ЗПН) 
Из (3.2) следует 
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 то из (1), (2) следует, что 
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С точки зрения использования )(*
1 tY , согласно (1.7), 
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 где )(*
1 tI  и )(*

2 tI – инвестиции соответственно в 1-й и  
2-й секторы экономики. С точки зрения производства 

)(*
1 tY имеет представление 
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*
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*
1 tYtYtY LK   
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 где )(*
1 tY K  – часть )(*

1 tY , произведённая за счёт ОФ 
),(*

1 tK  а )(*
1 tY L – часть )(*

1 tY , произведённая за счёт ТР  
).(*

1 tL   По формуле Эйлера 
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где )(
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F


 представляют собой до-

ход с ОФ )(*
1 tK  и ТР ).(*

1 tL  Таким образом, из (5), (6) 
следует 
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Тогда из (3),(4),(7) получаем, что 
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т.е согласно (3), (4), (7), (8), 
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Из (3.2) следует 
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то из (10), (11) следует, что  
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По формуле Эйлера 
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Отсюда 
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Использование (12) в (14) даёт 
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Тогда из (12), (15) следует, что 
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С точки зрения производства )(*
2 tY имеет представление 
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где, согласно (13), 
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являются частями ),(*
2 tY  произведёнными за счёт ОФ 

)(*
2 tK и ТР )(*

2 tL . Таким образом, из (16), (18) следует 

)19(.
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Результат, содержащийся в соотношениях (9), 
(19), известен как «Золотое правило накопления» в 
двухсекторной экономике. Сформулируем его в виде 
теоремы. 

Теорема 5. На оптимальном в смысле максимиза-
ции потребления решении, обеспечивающем равновес-
ный рост обоих секторов экономики:  

1) инвестиции в первый и второй секторы 
экономики равны соответственно доходу с основных 
фондов и доходу с трудовых ресурсов первого сектора; 

2) трудовые ресурсы между первым и вто-
рым секторами экономики распределяются пропорцио-
нально, соответственно, доходу с основных фондов и 
доходу с трудовых ресурсов второго сектора. 
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ЧАСТЬ II. РАВНОВЕСИЕ НА РЫНКАХ,  
ОБЩЕЕ ЭКОНОМИЧЕСКОЕ 

РАВНОВЕСИЕ,  
ЭКОНОМИЧЕСКИЕ ЦИКЛЫ 

Можно выделить 4 рынка: рынок благ, рынок де-
нег, рынок капитала, рынок труда. Изучение условий 
существования равновесия на перечисленных рынках 
является одной из основных задач экономической тео-
рии. 

Самое общее понимание термина равновесие – 
это равенство между спросом и предложением на соот-
ветствующем рынке. 

Получение условий общего равновесия состоит в 
том, что сначала определяются условия равновесия на 
каждом из рынков в отдельности, а затем с использова-
нием полученных условий выводятся условия достиже-
ния одновременного равновесия на всех рынках. 

Общая идея получения условия равновесия од-
новременно на всех рынках заключается в следующем. 
Пусть 

PY, PL, PM, PK                               (1) 
соответственно цены благ Y, труда L, денег M и капита-
ла K. Пусть индекс D означает спрос, а индекс S – пред-
ложение. Тогда избыточный спрос l-го субъекта макро-
экономической деятельности на соответствующем рын-
ке будет выражаться величинами 
ΔYl  = S

l
D

l YY  , Δ Ll  = S
l

D
l LL  , ΔMl  = S

l
D
l MM  ,  

 ΔKl  = S
l

D
l KK  .                                (2) 

Следовательно, суммарный результат сделок l–го субъ-
екта в случае равновесия на всех рынках будет выра-
жаться формулой 

        PYΔYl  + PLΔ Ll + PMΔMl + PKΔKl = 0.              (3) 
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Пусть количество субъектов экономической деятельно-
сти равно n. Тогда из (3) следует 

0
1111

 


n

l
lK

n

l
lM

n

l
lL

n

l
lY KPMPLPYP .       (4) 

Таким образом, основное соотношение одновре-
менного равновесия на всех рынках будет выражаться 
формулой (4). 

Вывод (закон Вальраса). Если существует одно-
временное равновесие на трёх рынках, то на четвёртом 
рынке обязательно будет равновесие. 

Данный вывод следует непосредственно из (4). 
Действительно, пусть существует одновременное рав-
новесие на трёх рынках благ, труда и денег, т.е. 

.0
111




n

l
l

n

l
l

n

l
l MLY  

Тогда, так как PK ≠ 0, то из (4) следует, что 





n

l
lK

1
0 , 

т.е. достигается равновесие и на рынке капитала. 
Пусть l  означает любую из величин ΔYl, ΔLl, 

ΔMl , ΔKl. Тогда: 
а) если ,0 l  то совокупный спрос на соответ-

ствующем рынке превышает совокупное предложение; 
б) если ,0 l  то совокупное предложение на 

соответствующем рынке превышает совокупный спрос; 
в) если ,0 l то совокупный спрос и предложе-

ние сбалансированы, т.е. на соответствующем рынке 
достигнуто равновесие. 
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Глава 5. Рынок благ  
 

Под совокупным спросом на рынке благ YD по-
нимается суммарный потребительский спрос домашних 
хозяйств С, инвестиционный спрос предприниматель-
ского сектора I, спрос государства G и спрос заграницы 
Е, т.е.  

YD = С + I + G +E . 
Далее последовательно рассматривается каждый 

вид спроса.  

§1. Потребительский спрос 

1.1. Функции потребления 
Потребительский спрос домашних хозяйств до-

минирует на рынке благ. Основные факторы, опреде-
ляющие потребительский спрос домашних хозяйств: 

1) доход от участия в производстве; 
2) налоги и трансфертные платежи; 
3) размер имущества; 
4) доход с имущества. 

Функция, определяющая зависимость  от одного 
или нескольких факторов, называется функцией по-
требления. 

Гипотеза абсолютного дохода (Д.М. Кейнс): по-
требление домашних хозяйств С зависит от абсолютной 
величины текущего дохода Y.  

Функция потребления, построенная в соответст-
вии с гипотезой абсолютного дохода, имеет вид 

C = Ca + CYY, Ca > 0, 0 < CY < 1.                (1) 
Здесь Ca – величина автономного потребления, 

не зависимого от текущего дохода (например, за счёт 
имущества), CY – предельная склонность к потреблению 



 114 

(предельная норма потребления), которая показывает, 
на сколько увеличится потребление при увеличении те-
кущего дохода на одну единицу. Пусть увеличение Y на 
ΔY  приведёт к увеличению С на ΔС. Тогда из (1) следу-
ет  

С + ΔС = Ca + CY (Y + ΔY) = Ca + CY Y + CY ΔY = 
                                                             = C + CY ΔY,          (2) 
т.е. ΔС = CYΔY. Отсюда CY = ΔС при ΔY  = 1. 

Рис. 1 

График функции C = C(Y)  
вида (1) изображён на рис. 1. 

Пусть 
Y
CC   – средняя нор-

ма потребления. Тогда из (1) 
следует 

,Y
a C

Y
C

Y
CC           (3) 

т.е. C  убывает при увеличе-
нии Y и YY

CC 


lim . 

Таким образом, в случае гипотезы абсолютного дохода 
средняя норма потребления C  снижается при росте до-
хода Y, достигая в пределе предельной нормы потребле-
ния CY. 

Расчёты, проведённые по фактическим экономи-
ческим данным, показывают, что в течение длительных 
промежутков времени при росте дохода не происходит 
снижения средней нормы потребления, которая остаётся 

на постоянном уровне, т.е. 
Y
CC  = const. Данный эф-

фект называется эффектом привычки к достигнутому 
уровню потребления. 

Рассмотрим данный эффект подробнее для трёх 
временных периодов t, t + 1, t + 2. Пусть доходы в эти 
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временные периоды соответственно ,, 1 tt YYYY  

2 tYY  и при этом 

21 
 ttt YYY ,                            (4) 

т.е. рассматривается ситуация возрастающего дохода. 
Тогда краткосрочные (однопериодные) функции по-
требления 21,,  ttt CCC , построенные в соответствии с 
(1) имеют вид 
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2
2

2

1
1

1
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tY
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t
at

YCCC

YCCC

YCCC

                        (5) 

Тогда согласно эффекту привычки к достигнутому 
уровню потребления  

21   ttt CCC ,                             (6) 
где 

.,,
2

2
2

1

1
1
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t

t
t
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t
t Y
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Y
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 Из (5), (6) следует 

.
2

2

1

1










t

t
a

t

t
a

t

t
a

Y
C

Y
C

Y
C

                        (7) 

Использование (4) в (7) даёт 
,21   t

a
t
a

t
a CCC                           (8) 

т.е. прямые, соответствующие краткосрочным функци-
ям потребления (5), сдвигаются параллельно вверх (см. 
рис. 2).  
Очевидно, что для выполнения условия (7) необходимо, 
чтобы точки ),,(),,(),,( 2211   tttttt CYDCYBCYA  
лежали на одной прямой L. 



 116 

Рис. 2 
 

Недостатки функции потребления, соответствующей 
гипотезе абсолютного дохода, устраняются функцией 
потребления, соответствующей гипотезе перманентно-
го дохода (М. Фридман): субъект экономической дея-
тельности учитывает не текущий доход tY , а средне-
взвешенный доход pY  от ожидаемых доходов в текущий 
момент времени Yt  и в будущие временные периоды 

,,,, 21 kttt YYY   т.е. 

.1,10,
0 0

  
 



k

i

k

i
iiitip YY                (9) 

Рассмотрим подробнее двухпериодную модель, 
для которой перманентный доход выражается формулой 

.10,)1(1    ttP YYY                         (10) 
Замена Y на Yp в (1) даёт  

Ct+1 = Ca + CYYp = Ca + αCYYt+1 + (1 – α)CYYt,          (11) 
             Ca  > 0, 0 < CY  < 1. 

Модель (10), (11) определяет будущее потребление 
Ct+1 с учётом текущего Yt и ожидаемого будущего Yt+1 
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доходов. Если в (10) и (11) сдвинуть время на единицу 
назад, то получим, что 

 ,)1( 1 ttP YYY                            (12) 
Ct = Ca + CYYp = Ca + αCYYt +(1 – α)CYYt–1.          (13) 

Модель (12), (13) определяет текущее потребление Ct с 
учётом текущего Yt и прошлого Yt–1 доходов. Считаем, 
что в текущий период времени t потребление 0

tC выра-
жается через доход Yt–1 в предыдущий период времени в 
соответствии с (1) в виде 

0
tC = Ca + CYYt–1.                          (14) 

Пусть: 
1
tC – потребление в текущий временной период, 

если доход в период времени t получает приращение 
ΔYt,  
т.е. Yt  = Yt–1 + ΔYt; 

0
1tC – потребление в следующем  временном пе-

риоде при сохраняющемся доходе Yt+1 = Yt ; 
1

1tC – потребление в следующем временном пе-
риоде, если доход в период времени t + 1 получает при-
ращение ΔYt+1, т.е. Yt+1 = Yt + ΔYt+1; 

t
YC – предельная склонность к потреблению в ко-

ротком временном периоде (за один период времени); 
1, tt

YC – предельная склонность к потреблению в 
длительном временном периоде (за два периода време-

ни). 
Теорема 1. Имеют место свойства 

t
YC < 1, tt

YC ,                                  (15) 
0
tC < 1

tC < 0
1tC < 1

1tC ,                         (16) 
где  

,, 1,
Y

tt
YY

t
Y CCCC                          (17) 
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,01
tYtt YCCC                                (18) 

,00
1 tYtt YCCC                               (19) 

.1
0

1
1

1   tYtt YCCC                         (20) 
Доказательство. По определению, аналогично 

СY в модели (1), 

., 1,

p

ttt
Y

t

tt
Y dY

dCC
dY
dCC                            (21) 

Тогда с использованием (12), (13) получаем 

,Y
t

tt
Y C

dY
dCC   

т.е. пришли к первой формуле (17); 
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т.е. пришли ко второй формуле (17). Так как 0< α <1, то 
свойство (15) очевидно. 

Из (13), с учётом (14), следует 

,
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0
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111

11
1

tYttYtYa

tYtYtYtYa

tYttYat

YCCYCYCC
YCYCYCYCC

YCYYCCC












т.е. пришли к (18). 
Из (11), с учётом (14), следует 
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1

1

tYttYtYa

ttYatYa

YCCYCYCC

YYCCYCC







  

т.е. пришли к (19). 
Из (11), с учётом (14), (19), следует 
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т.е. пришли к (20). Свойства (16) следуют очевидным 
образом из (18) – (20). Теорема доказана. 

Согласно модели (1), соответствующей гипотезе 
абсолютного дохода, предельная склонность к потреб-
лению YC  формально была определена в виде 

dY
dCC Y

Y  , а содержательно – как величина, равная уве-

личению потребления за счёт увеличения дохода на од-
ну единицу. Формулы (17) были получены формально 
согласно (21). Покажем, что t

YC  характеризует увеличе-
ние потребления в текущем временном периоде при 
увеличении текущего дохода tY  на одну единицу, а 

1, tt
YC характеризует увеличение потребления за два вре-

менных периода при том же увеличении текущего дохо-
да. 

Из (13) следует 

.)1(
)1()1(

1

1

YttYYtYa

tYtYatt

CCYCCYCC
YCYCCCC






  

Таким образом, с учётом (17), получили, что  
.t

YYt CCC                               (22) 
Из (11) следует 
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.)1()1(
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tYtYatt

CYCYCC
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Таким образом, 
                      Yt CC )1(1   .                          (23) 

Тогда из (22), (23), с учётом (17), следует 
.1,

11,


  tt
YYtttt CCCCC  

Вывод. В случае гипотезы перманентного дохода 
при увеличении со временем дохода происходит увели-
чение потребления и предельных склонностей к потреб-
лению. Тем самым в математической модели перма-
нентного дохода устраняются недостатки математиче-
ской модели гипотезы абсолютного дохода. 

1.2. Функции сбережения 
Введём понятие сбережения как непотреблённой 

части дохода. Тогда функция сбережения S определяет-
ся как разность между доходом Y и потреблением C, т.е. 

S = Y – C.                                   (24) 
Теорема 2. В случае гипотезы абсолютного до-

хода функция сбережения имеет вид 
,aY CYSS                             (25)  

)1( YY C
dY
dSS  , 

где SY – предельная склонность к сбережению (предель-
ная норма сбережения). 

Доказательство.  Использование (1) в (24) даёт  
.)1( aYYa CYCYCCYS                 (26) 

Тогда формулы (25) следуют из (26). 
Теорема 3. Сумма предельных склонностей к по-

треблению и сбережению равна единице, т.е. 
,1 YY SC                             (27) 
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а приращение дохода равно сумме приращений потреб-
ления и сбережения, т.е. 

.dSdCdY                           (28) 
Доказательство. Так как 

Y = C + S,                              (29) 
то свойство (28) следует из (29), а (27) следует из (25). 
Так как  С = С(Y), S = S(Y), то график функции S(Y) со-
гласно (29) получается вычитанием прямой 

YCCYC Ya )(  (см. (1)) из прямой Y ≡ Y, т.е. из пря-
мой, выходящей из начала координат под углом 45° (см. 
рис. 3).  
Очевидно, что 

.)(,
1

,)0( 000 YYC
S
C

C
CYCS

Y

a

Y

a
a 


       (30) 

В соотношениях между доходами Y, потреблени-
ем C и сбережениями S выделяются следующие ситуа-
ции. 

1) При Y = Y0 доход целиком расходуется на по-
требление (C(Y0) = Y0, S(Y0) = 0). 

2) При Y < Y0 потребление превышает доход  
(C(Y) > Y), и поэтому сбережения являются величиной 
отрицательной. В этом случае кроме дохода Y потребля-
ется и часть имущества Ca. 

3) При Y0 <Y < Y* часть дохода сберегается, при 
этом S(Y) < C(Y), т.е. потребляется большая относитель-
но сбережения часть дохода.  

4) При Y = Y* доход делится на потребление и 
сбережение поровну, т.е. S(Y*) = C(Y*). 

5) При Y > Y* сбережения превышают потребле-
ние, т.е. S(Y) > C(Y). 
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Рис. 3 

 
Замечание. Очевидно, что наличие Y* обеспечи-

вается условием SY > CY, когда предельная склонность к 
сбережению больше предельной склонности к потреб-
лению. В противном случае, когда CY > SY ,угол наклона 
прямой C(Y) больше угла наклона прямой S(Y), значение 
Y = Y*, когда C(Y*) = S(Y*), отсутствует и при любом до-
ходе потребление превышает сбережения. 

Указание. Дать экономическую интерпретацию: 
а) значению SY; б) соотношению (27); в) формуле (30) 
для Y0. Привести аналоги формулы (27) из теории про-
изводства. Найти формулу для Y*. Нарисовать рис. 3 для 
случая отсутствия Y*.  

1.3. Неоклассические функции  
потребления и сбережения 

Подход к построению функций потребления и 
сбережения, рассмотренный в предыдущих пунктах, бе-
рёт начало с гипотезы абсолютного дохода и может 
быть определён как кейнсианский. В основе этого под-
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хода лежит предположение, что доход субъектов эконо-
мической деятельности является заданной экзогенной 
величиной. Неоклассический подход заключается в том, 
что доход является эндогенной величиной и сам субъект 
определяет, какова будет величина его дохода путём 
распределения календарного времени на рабочее и сво-
бодное, исходя из критерия максимизации полезности. 

Данный подход заключается в следующем. 
 Пусть: 

T – календарное время; 
N – рабочее время; 
Ψ – свободное время. 

Тогда  
Ψ = T – N.                              (31) 

Пусть: 
П – доход от имущества;    
ω – ставка заработной платы ; 
Y – доход субъекта экономической деятельности.  

Тогда  
Y = ωN + П                                (32) 

– бюджетное уравнение. 
Вводится в рассмотрение функция U(Y,Ψ), назы-

ваемая функцией полезности, смысл которой заключа-
ется в следующем: чем выше доход и чем больше сво-
бодное время, тем полезнее экономическая деятель-
ность субъекта. Из смысла U(·) следует, что она должна 
рассматриваться на классе функций, удовлетворяющих 
следующим условиям: 

U(Y,Ψ) > 0, Y > 0, Ψ > 0; 

 .0,0 





 U

Y
U                           (33)  

Широко используемой является функция полезности 
вида 

        U(Y,Ψ)  = .Y                              (34) 
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Определение. Совокупность точек на плоскости  
(Y,Ψ), для которых  

U(Y,Ψ) = U = const,                      (35) 
называется кривой безразличия. 

Из (34) следует, что если за абсциссу взять Ψ, а 
за ординату Y, то уравнение кривой безразличия как 
функции Y = φ(Ψ,U) имеет, с учётом (31), вид  

Y = φ(Ψ,U) = ).,(
)(

22
NU

NT
UU







            (36) 

Так как 

,0
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2,0
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dY  

то кривая Y = Φ(U,N) – возрастающая выпуклая вниз 
функция N при фиксированном U, которая для трёх зна-
чений U1 < U2 < U3 полезности имеет вид, представлен-
ный на (рис. 4). Субъект хозяйствования, чтобы макси-
мизировать полезность своей деятельности, стремится 
находиться на более высокой кривой безразличия, но 
его возможности ограничены бюджетным уравнением 
(32), которое на рис.4 изображено прямой L. Тогда точ-
ка касания А соответствующей кривой безразличия оп-
ределит искомую величину дохода Y* и величину рабо-
чего времени N*, которые достигаются при заданной 
ставке заработной платы ω и заданном доходе с имуще-
ства П. 

Замечание. Приведённые рассуждения справед-
ливы и для кривой безразличия произвольного вида 
Y = Φ(U,N), удовлетворяющей условиям 

      Φ(U,N) > 0, U > 0, N > 0, .0;0 2

2









NN
       (37)  

Зададимся теперь вопросом: каким образом при 
неоклассическом подходе осуществляется субъектом 
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хозяйствования распределение дохода между текущим 
потреблением и сбережением если: 

 a) ставка процента i задана; 
 б) текущему потреблению отдаётся предпочте-

ние перед будущим потреблением 
 

 
Рис. 4 

 
Для ответа на поставленные вопросы рассматри-

вается двухпериодная модель, в которой Ct, Yt – текущее 
потребление и доход, Ct+1, Yt+1 – будущее потребление и 
доход.  

Для удобства обозначим Ct = C1 , Ct+1 = C2,  
Yt = Y1, Yt+1 = Y2  . Тогда если b0 – стоимость имущества 
на начало первого периода, b1 – стоимость имущества к 
окончанию первого периода, а b2 – стоимость имущест-
ва на конец второго периода, то получаем бюджетные 
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уравнения субъекта экономической деятельности  в 
двух смежных временных периодах в виде 

Y1 + (1+ i)b0 = C1 + b1,                          (38) 
Y2 + (1+ i)b1 = C2 + b2.                          (39) 

Исключая b1 из (38), (39) , получаем 

.
)1(
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)1()1(
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bib
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YY
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CC








       (40) 

Левая часть (40) – дисконтированная сумма потребле-
ния за оба периода. Правая часть (38) – дисконтирован-
ная сумма имеющихся для потребления средств, вклю-
чающая доходы за оба периода и изменение стоимости 
имущества за счёт процентной ставки. Обозначая пра-
вую часть (40) через A, получим уравнение, связываю-
щее текущее потребление C1 и будущее потребление C2 
в виде 

.
)1(

2
1 i

CAC


                                (41) 

Так  как  
b1 = b0(1 + i), b2 = b1(1 + i) = b0(1 + i)2,              (42) 

то  

b0(1 + i) 0
)1(
)1(

)1(
)1(

2
0

0
2 





 i

ib
ib

i
b

        (43) 

и, таким образом, 

                         
)1(

2
1 i

YYA


 .                           (44) 

Из (44) следует, что  
A(i2) < A(i1), i2 > i1.                           (45) 
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Рис. 5 

 
На рис.5 с учётом (45) изо-
бражены две прямые вида 
(41) для двух значений 
процентной ставки i = i1 и i 
= i2, таких, что i2 > i1, кото-
рым соответствуют A(i1) = 
A1 и A(i2) = A2 с учётом то-

го, что 
)1(

1

2

1

idC
dC


 . 

 
Аналогично функции полезности U(Y,Ψ) можно 

ввести функцию полезности U(C1,C2). Исходя из пред-
положения, что текущему потреблению C1 отдаётся 
предпочтение перед будущим потреблением C2, смысл 
U(C1,C2) заключается в следующем: полезность тем 
выше, чем больше C1 и чем меньше C2. Таким образом, 
функция полезности U(C1, C2) должна рассматриваться 
на классе функций, удовлетворяющих условиям 

U(C1, C2) > 0, C1 > 0, C2 > 0; 

        .0,0
21









C
U

C
U                           (46) 

Определение. Аналогично (35) совокупность то-
чек на плоскости (C1,C2), дл которых  

U(C1, C2) = U = const,                     (47) 
называется кривой безразличия. 

Таким образом, различные сочетания C1 и C2 
имеют одинаковую полезность U(C1, C2) = U = const, 
если отказ от текущего потребления на величину ΔC1 
будет компенсироваться возрастающим будущим по-
треблением на величину ΔC2. Кривые безразличия, со-
ответствующие трём значениям U1 < U2 < U3 будут 
иметь вид, изображённый на рис. 6.  
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   Рис. 6                                                          Рис. 7 
Решение субъекта хозяйствования о том, какие 

конкретно выбрать значения текущего C1 и будущего C2 
потребления, принимается совмещением рис. 5 и 6. На 
рис. 7 изображены две линии L1 и L2, определяемые со-
отношением между C1 и C2 для двух процентных ставок 
i1 и i2, причём i2 > i1, касающихся соответствующей кри-
вой безразличия. Соответственно 1

1C  и 1
2C  обозначают 

текущее и будущее потребление при процентной ставке 
i1, а 2

1C   и 2
2C   при i2. Из рис. 7 следует 

i2 > i1: 2
1C  < 1

1C ;  2
2C > 1

2C .                  (48) 
Вывод. Таким образом, в неоклассической кон-

цепции функция текущего потребления субъектов эко-
номической деятельности является убывающей функци-
ей ставки процента, а функция будущего потребления – 
возрастающей функцией. 

В соответствии с выводом для текущего потреб-
ления C(i), как функции ставки процента используется 
функция 

C(i) = Ca + Y  ai, a > 0.                       (49) 
Тогда из (24) и (49) следует, что соответствующая 
функция сбережения имеет вид 

S(i) =  Ca + ai.                                  (50) 
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Вывод. Неоклассическая функция текущего сбе-
режения является возрастающей функцией ставки про-
цента. 

 Обобщим полученные результаты в виде сле-
дующего утверждения. 

Теорема 4. На классе линейных моделей не-
оклассические функции потребления C(i)  и сбережения 
S(i) как функции ставки процента i являются соответст-
венно убывающей и возрастающей функциями i и опре-
деляются формулами (49), (50). 

Замечание. Параметр a показывает на сколько 
единиц сократится потребление C(i) и соответственно 
возрастёт сбережение S(i) при увеличении i на 1%. 

Замечание. Согласно (49), (50)  
).(),,(


 iSSiYCC                              (51) 

§2. Инвестиционный спрос 

2.1. Общие  положения 
Под инвестиционным спросом понимается спрос 

предпринимателей на блага для: 1) восстановления из-
ношенного капитала (основных фондов); 2) увеличения 
реального капитала. 

Так как инвестиции сильнее всего реагируют на 
изменение экономической конъюнктуры, то спрос на 
инвестиции – это самая изменчивая часть совокупного 
спроса на блага. В зависимости от того, какие факторы 
определяют объём спроса на инвестиции, они делятся на 
индуцированные и автономные. 

1. Индуцированные инвестиции. Инвестиции Iин 
называются индуцированными, если причиной их осу-
ществления является устойчивое увеличение спроса на 
блага. 

Пусть  
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dY
dK

                                    (1) 

есть коэффициент, показывающий, сколько единиц до-
полнительного капитала требуется для производства 
дополнительной единицы валового продукта. Тогда для 
увеличения производства продукта с Y0 до Y1 необходи-
мы индуцированные инвестиции в размере  

Iин .0),( 01  YY                               (2) 
Коэффициент   называется предельной склонностью к 
инвестициям или нормой инвестиций.  

2. Автономные инвестиции (Iа). Нередко пред-
принимателям оказывается выгодно делать инвестиции 
и при фиксированном национальном доходе, т.е. при 
заданном совокупном спросе на блага. Это прежде всего 
инвестиции в новую технику и повышение качества 
продукции. Подобные инвестиции называются авто-
номными. Какие же факторы определяют размер Iа. На 
этот вопрос существует два ответа: кейнсианский и не-
оклассический. 

2.2. Кейнсианская  функция автономных  
инвестиций 

В основе данного определения Iа лежит понятие 
предельной эффективности капитала (Дж. Кейнс). 
Введение этого понятия осуществляется через понятие 
дисконтирования. Инвестиции, в отличие от текущих 
затрат на производство, дают результат не в том вре-
менном периоде, в котором они осуществляются, а в те-
чение ряда последующих периодов. Если нужно опре-
делить стоимость M0 возможного получения некоторой 
суммы Mt денег через t лет, то нужно эту сумму разде-
лить на величину (1 + k)t, где k – дисконтная ставка 
(ставка дисконтирования), т.е. 
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                     (3) 

Таким образом, дисконтирование – это предпоч-
тение экономическим субъектом нынешней ценности 
будущей, а k – мера этого предпочтения.   

Рассмотрим текущий временной период t=0 и три 
будущих t + 1 = 1, t + 2 = 2, t + 3 = 3. Пусть некоторый 
инвестиционный проект требует вложения K0 в текущем 
периоде и обещает дать в следующих трёх периодах со-
ответственно П1, П2, П3 чистого дохода. Тогда инвестор 
сочтёт данный проект экономически целесообразным, 
если 

.
)1()1()1( 3
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21
0 kkk
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                 (4)    

Определение. Значение k = k*, при котором в (4) 
достигается равенство, называется предельной эффек-
тивностью капитала, т.е.  
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                (5) 

Вывод. Из (3) следует, что чем больше k, тем 
больше Mt при заданном M0 и тем меньше M0 при задан-
ном Mt. Таким образом, из всего набора вариантов инве-
стирования {П1, П2, П3} наиболее выгодным является 
тот, которому соответствует наибольшее k*. 

Если M0 в (3) обозначить через I(k*) и определить 
как объём рационального инвестирования, то согласно 
сделанному выводу I(k*) есть убывающая функция пре-
дельной эффективности капитала k*(рис. 8).  

На рис. 8 номера I, II, III, IV ,V инвестиционных 
проектов {П1,П2,П3}возрастают по мере убывания их 
эффективности. 
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                    Рис. 8                                                        Рис. 9 
 

Кроме доходности вариантов инвестиционных 
проектов, должна учитываться степень риска каждого 
из них. Среди всех вариантов вложений есть один са-
мый надёжный – это покупка государственных облига-
ций, по которым всегда в срок выплачиваются установ-
ленные проценты. Поэтому ставку процента i по госу-
дарственным облигациям можно рассматривать в каче-
стве нижней границы для k*, т.е. в инвестиции делаются 
вложения, если k*> i. Поэтому (см. рис. 8) при ставке i1 
инвестиции могут быть сделаны в проекты I, II, III, IV, а 
при ставке i2 > i1 только в проекты I и II. Следовательно, 
кейнсианскую функцию автономных инвестиций  
Ia = Ia (k*,i) можно представить в виде 

Ia = Ii (k* – i), k* > i,                            (6) 
где Ii – предельная склонность к инвестированию (пре-
дельная норма инвестирования), которая показывает, на 
сколько единиц изменится объём инвестиций при изме-
нении разности Δ(k*,i ) = (k*- i) на одну единицу. График 
функции (6) изображён на Рис. 9. 

Вывод. Из (6) следует, что Ia возрастает при воз-
растании k* и убывании i, что условно можно отразить 
следующим образом 
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Ia = Ia (

ik ,* ).                               (7) 

Из (7) следует, что кейнсианская функция автономных 
инвестиций является возрастающей функцией предель-
ной эффективности капитала k* и убывающей функцией 
ставки процента i. 

 

2.3. Неоклассическая функция  
автономных инвестиций 

Предприниматели прибегают к инвестициям для 
того, чтобы довести объём имеющегося у них капитала 
до оптимальных размеров. Пусть: 

a
tI  – объём автономных инвестиций в период t; 

Kt – объём капитала на начало периода; 
K* – оптимальный объём капитала; 
0 < β < 1 – коэффициент приближения Kt к K*; 
F(K,L) – неоклассическая производственная функ-

ция, определяющая доход Y через капитал K и трудовые 
ресурсы L в виде Y = F(K,L). 

 Тогда a
tI  можно представить в виде 

a
tI = β(K* – Kt).                            (7) 

Оптимальным является такой размер капитала, 
который при существующей технологии (производст-
венной функции) обеспечивает максимальную прибыль. 
Пусть 

dK
dYr                                              (8) 

есть предельная производительность капитала. Из ч.I 
данного учебного пособия мы знаем, что, с учётом не-
оклассических условий для F(K,L), r – монотонно убы-
вающая функция капитала K, причём 
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KrKr
dK

Fd
dK
dr

dK
dF

dK
dYr

KK

                   (9) 

Тогда если μ – норма амортизации, i – ставка про-
цента, то, согласно принципу совершенной конкуренции, 
при которой достигается максимум прибыли,  
rK = μK + iK, т.е.  

 r = μ+ i.                                        (10) 
Условие (10) является условием нахождения оп-

тимального размера капитала K* (см. рис. 10). Кривые 
построены в соответствии с неоклассическими усло-
виями (9). Кривые r1(K) и r2(K) соответствуют двум тех-
нологиям, т.е. двум производственным функциям F1(·) и 
F2(·). Очевидно, что r2(K) соответствует более совер-
шенной технологии. Точки *

1K и *
2K  будут оптималь-

ными размерами капитала. 
 Если при данной ставке процента i растёт пре-

дельная производительность капитала r (кривая r(K) 
двигается вверх), то K* тоже увеличивается ( ).*

1
*
2 KK   

Следовательно, K* – возрастающая функция r, т.е.  
*K  при r .                          (11) 

Также очевидно, что при заданном r (кривая r1(K) либо 
r2(K)) происходит рост K* при убывании i, т.е. 

*K  при i  или *K  при i .                  (12) 
Зависимости (11) и (12) можно отразить следующим об-
разом: 

K* = K* (

ir, ).                         (13) 
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Рис. 10 

 
Если при данной ставке процента i растёт пре-

дельная производительность капитала r (кривая r(K) 
двигается вверх), то K* тоже увеличивается ( ).*

1
*
2 KK   

Следовательно, K* – возрастающая функция r, т.е.  
*K  при r .                          (11) 

Также очевидно, что при заданном r (кривая r1(K) либо 
r2(K)) происходит рост K* при убывании i, т.е. 

*K  при i  или *K  при i .                  (12) 
Зависимости (11) и (12) можно отразить следующим об-
разом: 

K* = K* (

ir, ).                         (13) 

Так как объём капитала Kt на начало периода задан, то 
из (7) и (13) следует        

),( *


 ikII a
t

a
t .                             (14)  
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Вывод. Из (14) следует, что неоклассическая 
функция автономных инвестиций является возрастаю-
щей функцией предельной производительности капита-
ла r и убывающей функцией ставки процента.  

Предельная производительность капитала r оп-
ределятся технологией производства (видом производ-
ственной функции) и в этом смысле является объектив-
ным параметром. Предельная эффективность капитала 
k* является в значительной мере субъективным пара-
метром, поскольку (см.(5)) определяется значениями Пi, 
которые являются оценочными величинами и основаны 
на ожиданиях инвестора относительно будущих цен, за-
трат и объёмов спроса. Отсюда следуют и достоинства и 
недостатки того и другого определений функции авто-
номных инвестиций.        

 

2.4. Спрос государства и заграницы 
Спрос государства. Государство покупает про-

дукцию, изготовленную в частном секторе, для произ-
водства общественных благ. Поскольку экономическая 
активность государства в отличие от хозяйственной 
деятельности частных секторов экономики весьма раз-
нообразна, то трудно выделить главные факторы, одно-
значно определяющие объём государственных расходов 
и соответственно спрос государства на рынке благ. По-
этому функция спроса Gt государства на рынке благ по-
лагается постоянной и не зависящей от времени t, т.е. 

Gt = G =const.                        (1) 
Спрос заграницы. Спрос заграницы на рынке 

благ некоторой страны определяет объём экспорта этой 
страны и зависит главным образом от: 1) соотношения 
цен на отечественные и заграничные товары; 2) обмен-
ного курса национальной валюты. Оба этих фактора 



 137 

объединяются в понятии «реальные условия обмена», 
обозначаемом θ. 

Пусть:  
P – уровень цен внутри страны; 
PZ – уровень цен заграницы; 
e – обменный курс отечественной валюты, пока-

зывающий, сколько единиц отечественной валюты дают 
за единицу иностранной валюты. 

Введём величину θ в виде 

θ = .ZeP
P                                  (2) 

Поскольку величина P = θ(ePZ) показывает, сколько за-
граничных благ страна может получить в обмен на еди-
ницу своего блага, то очевидно, что с ростом θ реальные 
условия обмена улучшаются, так как за единицу отече-
ственного блага можно получит больше иностранных 
благ. Однако для заграницы это означает подорожание 
товаров данной страны, что приводит к сокращению 
экспорта из этой страны. 

Вывод. При увеличении θ: а) происходит увели-
чение P, что приводит к сокращению экспорта из стра-
ны, так как товары данной страны растут в цене и на 
них уменьшается спрос заграницы; б) происходит 
уменьшение PZ, что приводит к росту импорта в стра-
ну, так как товары заграницы дешевеют и на них увели-
чивается спрос. 

При уменьшении θ: а) происходит уменьшение P, 
что приводит к увеличению экспорта из страны, так как 
товары данной страны дешевеют и на них увеличивает-
ся спрос заграницы; б) происходит увеличение PZ, что 
приводит к сокращению импорта в страну, так как то-
вары заграницы дорожают и на них уменьшается спрос. 
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Пусть E0 > 0 – часть экспорта, независимая от θ 
(например, товары, которые производятся только в этой 
стране); 

0
θd

dEg                                (3) 

есть предельная склонность к экспорту, показывающая, 
на сколько единиц изменится экспорт в связи с измене-
нием θ на одну единицу. Тогда функция спроса заграни-
цы на рынке благ этой страны (функция экспорта этой 
страны) представляется в виде 

E = E( ) = E0 + gθ.                    (4) 
Заграница не только покупает, но и продаёт блага 

на рынке данной страны. Объём спроса субъектов эко-
номической деятельности на импортные товары Z опре-
деляется теми же факторами, что и объём спроса на оте-
чественные блага. Поэтому кейнсианская функция им-
порта представляется в виде (см. (1.1)): 

Z(Y) = Z0 + ZYY, Z0 > 0, ,0
dY
dZZY  Z = Z(


Y ),     (5) 

где Z0 – независимый от дохода спрос на импорт, ZY – 
предельная склонность к потреблению импортных благ, 
показывающая, на сколько единиц увеличится спрос на 
импорт при увеличении дохода Y на единицу. Обычно  

ZY < CY .                                      (6) 
Поскольку неоклассическая функция спроса име-

ет вид  
C(i) = Ca+Y – ai = C0 – ai, a > 0, C = C(


i ),  

то неоклассическая функция импорта представляется в 
виде 

Z(i) = Z0 – bi, b > 0, Z = Z(

i ),                   (7) 

где i – ставка процента, b – параметр, показывающий, на 
сколько единиц сократится импорт при увеличении 
ставки процента на единицу. 
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Вывод. Как и спрос на отечественные блага, 
спрос на импортные блага является возрастающей 
функцией дохода Y и убывающей функцией ставки про-
цента i. 

2.5. Совокупный спрос 
Совокупный спрос на рынке благ YD равен сумме 

всех спросов (потребительского C, инвестиционного I, 
государства G, заграницы Z), математические модели 
которых в кейнсианской и неоклассической концепциях 
были построены в предыдущих пунктах. Вводя в рас-
смотрение функцию чистого экспорта N как разность 
между экспортом E и импортом Z, т.е. 

N = E – Z,                               (1) 
и выделяя существенные зависимости, получаем сле-
дующие выражения для YD в упомянутых концепциях: 

Кейнсианская 
YD = С(


Y ) + I(


ik ,* ) + G + N(


Y, ).          (2)  

Неоклассическая 
YD = С(


i ) + I(


ir, ) + G + N(


i, ).          (3)  

Вывод. Принципиальная особенность кейнсиан-
ской модели формирования совокупного спроса состоит 
в том, что в ней присутствует обратная связь: с одной 
стороны, величина YD определяется объёмом потребле-
ния домашних хозяйств C(Y) и чистым экспортом N, а с 
другой – обе эти составляющие совокупного спроса за-
висят от объёма произведённого национального дохода 
Y, который в свою очередь зависит от спроса. Таким об-
разом, в кейнсианской модели определяющим фактором 
является спрос на блага, а в неоклассической – предло-
жение благ. 
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2.6. Равновесие на рынке благ в кейнсианской  
концепции 

Основное предположение в кейнсианской кон-
цепции равновесия на рынке благ заключается в сле-
дующем: при фиксированном уровне цен предложение 
благ эластично, т.е. предпринимательский сектор при 
заданном уровне цен всегда готов предложить столько 
благ, каков на них спрос. 

Свой доход домашние хозяйства направляют на 
потребление C(Y), сбережение S(Y), уплату налогов T(Y) 
и оплату импорта Z(Y). Таким образом, величина 

YP = C(Y) + S(Y) + T(Y) + Z(Y)                    (1) 
определяет расходование дохода Y . Условием равнове-
сия на рынке благ является условие  

YP = YD,                                 (2) 
т.е., согласно (1) и (5.2), условие 

C(Y) + S(Y) + T(Y) + Z(Y) = C(Y) + I(i) + G + N(Y),   (3)  
где i – ставка процента. Выделяя существенное в зави-
симостях, полученных в предыдущих пунктах, имеем 

S(Y) = SYY, T(Y) = TYY, Z(Y) = ZYY, I(i) = Ii(k* – i),       (4) 
где k*   предельная эффективность капитала. 

Теорема 5. Множество равновесных значений 
(Y;i) дохода Y и процентной ставки i удовлетворяют ус-
ловию 

)()(


 iY                            (5) 

и определяется в виде зависимостей Y = Y(i) либо i = i(Y) 
следующим образом: 

.,
i

Y

Y

i

I
YAiiIAY 





                     (6) 

В (4), (5) 
A = Iik* + G + N,                            (7) 

ζY = SY + TY + ZY ,                             (8) 
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функция ζ(Y), определяющая все «оттоки» из спроса на 
рынке благ, имеет вид 

 ζ(Y) = (SY + TY + ZY)Y = ζYY,                      (9) 
а функция γ(i), определяющая все «притоки», имеет вид 

γ(i) = I(i) + G + N = A – Iii.                  (10) 
Доказательство. Условие (5) следует в результа-

те использования (4) в (3) с учётом (7) – (10). Подста-
новка (9), (10) в (5) даёт 

ζYY = A – Iii.                              (11) 
Тогда формулы (6) следуют из (11). 

Представим указанное множество {Y;i} в виде 
геометрического места точек на плоскости (Y,i)  
(рис. 11) – линия IS. 

В квадранте II представлен график «притока» )(


 i , 

как убывающей функции ставки процента i. В квадранте 
IV представлен график  «оттока» )(


 Y  как возрастаю-

щей функции дохода Y. Прямая L в квадранте III являет-
ся вспомогательной линией. 

На основе этих построений находится в квадран-
те I множество равновесных состояний {Y;i} на рынке 
благ – прямая IS.  

Например, при Y = Y0 «отток» равен ζ0, а равный 
ему приток γ0, что обеспечивается ставкой процента i0. 
Точка А0 представляет равновесное состояние (Y0,i0). 
Аналогично проводятся построения для каждой другой 
пары (Y1,i1), которой соответствует точка А1 на линии IS. 
Точки, расположенные выше линии IS, представляют 
собой такие сочетания (YВ,i2) дохода YВ и ставки про-
цента i2, при которых на рынке благ предложение пре-
вышает спрос. Действительно, доходу YВ соответствует 
равновесное значение iB ставки процента.  Поскольку  
i2 > iB, то I(i2) < I(iB), объём совокупного спроса окажется 
меньше своего равновесного значения. Таким образом, 
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точки BВ соответствуют избытку на рынке благ. Соот-
ветственно, точки BН, расположенные ниже линии IS, 
представляют собой такие сочетания (YВ,i3), при кото-
рых на рынке благ спрос превышает предложение, т.е. 
точки BН соответствуют дефициту на рынке благ. 
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Проведём анализ полученного результата. Так как 
i > 0, то из (6) следует, что равновесие на рынке благ 
возможно лишь при условии  

A > ζYY,                                   (12) 
из которого следует, что величина ζYY является мини-
мально необходимой величиной совокупного спроса. 
При этом  

., maxmax
Yi

AY
I
Ai


                        (13) 

Так как, согласно (6), ζYY = A – Iii, то отсюда сле-
дует, что ζY ΔY =  – Ii Δi. Таким образом (см. рис 11)   

i

Y

IY
i ζα 




tg .                             (14) 

Из (14) с учётом (8) следует, что IS становится более 
крутой при увеличении предельных склонностей к сбе-
режению SY, потреблению импортных благ ZY  и налого-
вой ставки TY, и более пологой при увеличении пре-
дельной склонности к инвестированию Ii.          

2.7. Мультипликативные эффекты 
Если I – объём инвестиций, G – государственные 

расходы, СY – предельная склонность к потреблению,  
TY – ставка подоходного налога, то национальный доход 
будет определяться в виде 

Y = CY (Y – TYY) + I + G = CY (1 – TY)Y + I + G,       (1) 
0 < CY <1, 0 < TY < 1. 

В данном пункте рассматривается следующий вопрос: 
как будет меняться величина равновесного националь-
ного дохода в результате изменения поведения субъек-
тов экономической деятельности. При этом воздействие 
частного сектора заключается в изменении инвестиций 
I, а воздействие государства – в изменении государст-
венных расходов G и ставки подоходного налога  TY.  
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Предположим, что предпринимательский сектор 
увеличивает объём инвестиций на величину ΔI. Чтобы 
сохранилось равновесие на рынке благ, предложение 
должно увеличиваться на некоторую величину ΔY. 

Теорема 5. Рост национального дохода ΔY при 
увеличении инвестиций на величину ΔI определяется 
формулой 

,
)1(1

1 II
TC

Y u
YY




                    (2) 

и при этом для мультипликатора  

)1(1
1

YY
u TC 
                                   (3) 

справедливо свойство 
κu >1.                                          (4) 

Доказательство. Из (1) следует 
Y + ΔY = СY (1 – TY)(Y + ΔY) + I + ΔI + G = 
            = CY (1- TY)Y + CY (1– TY)ΔY + I + ΔI + G =  
             = Y + CY (1 – TY)ΔY + ΔI. 

Отсюда  
ΔY = CY (1 – TY)ΔY + ΔI.                           (5) 

Тогда (2) следует из (5), а свойство (4) очевидно, так как 
согласно (1),  

0 < 1 – CY (1– TY) < 1.                            (6) 
Следствие. Пусть uu 0  при TY = 0. Тогда 

,
)1(

1,
)1(

1 000

Y
uu

Y C
II

C
Y





     (7) 

и при этом 
10  uu .                                    (8) 

Выводы. Рост инвестиций на единицу увеличива-
ет национальный доход больше, чем на единицу. Так 
как u  увеличивается при уменьшении TY и в пределе 

max ΔY  = ΔY0,                                  (9) 
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то увеличение национального дохода за счёт инвести-
ций тем больше, чем меньше ставка подоходного нало-
га. Таким образом, величина мультипликатора умень-
шается при введении подоходного налога, и он тем 
меньше, чем больше налоговая ставка. 

Пусть предпринимательский сектор увеличивает 
объём инвестиций на ΔI, а государство увеличивает 
объём расходов на величину ΔG. Чтобы сохранить рав-
новесие на рынке благ, предложение должно увеличить-
ся на некоторую величину ΔY. 

Теорема 6. Рост национального дохода ΔY при 
увеличении инвестиций на величину ΔI и расходов го-
сударства на величину ΔG определяется формулой 

ΔY = κu(ΔI + ΔG),                                 (10) 
где мультипликатор κu имеет вид (3). 

Вывод формулы (10) аналогичен выводу форму-
лы (2). Из сравнения (10) и (2) следуют те же самые вы-
воды относительно свойств мультипликатора κu. При 
отсутствии увеличения инвестиций, когда  ΔI = 0, из 
(10) следует, что  

ΔY = κuΔG.                                    (11) 
Вывод. Мультипликативный эффект со стороны 

государства за счёт увеличения расходов аналогичен 
мультипликативному эффекту со стороны частного сек-
тора за счёт инвестиций. 

Рассмотрим теперь, какое влияние на величину 
национального дохода оказывает изменение ставки по-
доходного налога TY  на величину ΔTY.  

Теорема 7. Изменение национального дохода 
при изменении ставки подоходного налога на величину 
ΔTY определяется формулой  

,
)1(1

TT
TC

CY H
YY

Y 


                 (12) 

где 
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)1(1

,                      (13) 

а 
ΔT = ΔTY (Y + ΔY)                           (14) 

есть изменение налоговых поступлений вследствие из-
менения налоговой ставки TY на ΔTY.  

Доказательство. Из (1) с учётом (14) следует 
Y + ΔY = СY [(Y + ΔY) – (TY + ΔTY)( Y + ΔY)] + I + G =  
              = CY Y + CY ΔY – CY TYY- CY ΔTY Y – CY TY ΔY –  
                                                          – CYΔTY ΔY + I + G =  
=CY (Y – TYY) + I + G + CY (1 – TY) ΔY – CY ΔTY(Y + ΔY) = 
                              =Y + CY (1 – TY) ΔY – CY ΔTY(Y + ΔY) = 
                                               =Y + CY (1 – TY) ΔY – CY ΔT. 
Отсюда  

ΔY = CY (1 – TY) ΔY – CY ΔT.                  (15) 
Тогда (12) следует из (15). 

Следствие. Так как  
κH < 0,                                  (16) 

то при увеличении ставки подоходного налога на вели-
чину ΔTY, т.е при ΔTY >0, происходит сокращение на-
ционального дохода. Если ΔTY <0, то 

ΔY = TH  ,                                     (17) 
т.е. при уменьшении ставки подоходного налога проис-
ходит увеличение национального дохода. 

Выводы. Так как 0 < CY < 1, то из (3), (13) следу-
ет, что  

Hu  ,                                    (18) 
т.е. по абсолютной величине инвестиционный мультип-
ликатор превосходит налоговый мультипликатор. Таким 
образом, рост национального дохода за счёт роста госу-
дарственных расходов на определённую величину будет 
превосходить рост национального дохода за счёт сни-
жения на такую же величину размера налогообложения. 
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Рассмотрим влияние государственных расходов 
и ставки подоходного налога на состояние госбюджета. 
Если государственные расходы G превысят налоговые 
поступления TYY, то образуется бюджетный дефицит 

δ = G – TYY.                                   (19) 
Теорема 8. Рост бюджетного дефицита Δδ при 

увеличении государственных расходов на величину ΔG 
определяется формулой 

GG
TC

T G

YY

Y 









 )1(1
1 ,          (20) 

и при этом для мультипликатора 

Yu
YY

YG T
TC

T



 1

)1(1
1               (21) 

справедливо свойство 
.10  

G                                  (22) 
Доказательство. Так как изменение G на вели-

чину ΔG вызывает изменение дохода на величину ΔY, то 
из (19) следует, что  

 Δδ = ΔG – TY ΔY.                                 (23) 
Так как согласно (10), (13), 

G
TC

Y
YY





)1(1

1 ,                        (24) 

то использование (24) в (23) приводит к (20). Так как  

)1(1
)]1(1[

YY

YYYG

TC
TTC




 ,                            (25) 

то 1
G , что доказывает правую часть неравенства 

(22). Последовательно получаем 
TY - [1 – CY (1 – TY)] = TY – 1 + CY  – CYTY  = 

                                  = TY(1 – CY) – (1 – CY).                 (26) 
Так как 0 < TY <1, то из (26) следует, что    

TY – [1 – CY (1 – TY)] < 0,                         (27) 
т.е.  
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.1
)1(1

0 



YY

Y

TC
T                      (28) 

Использование (28) в (21) даёт 0
G , что доказывает 

левую часть неравенства (22). 
Выводы. Из (20), (22) следует, что Δδ < ΔG, т.е. 

рост бюджетного дефицита отстаёт от роста государст-
венных расходов. Этот эффект объясняется тем, что с 
ростом государственных расходов увеличиваются дохо-
ды населения, а следовательно, и налоговые поступле-
ния, которые частично покрывают государственные 
расходы.  

Пусть теперь государственные расходы постоян-
ны, а налоговая ставка изменяется на величину ΔTY. 

Теорема 9. Изменение бюджетного дефицита 
при изменении ставки подоходного налога на величину 
ΔTY определяется формулой 

TT
TC

TC T

YY

YY 









 )1(1
1 ,      (29) 

где ΔT – изменение налоговых поступлений вследствие 
изменения налоговой ставки TY на ΔTY  определяется 
формулой (14). При этом для мультипликатора 

)1(
)1(1

1 uYY
YY

YYT TC
TC

TC











              (30) 

справедливы свойства 
.10,0  

TT                           (31) 
Доказательство. Так как изменение TY на вели-

чину ΔTY  вызывает изменение дохода на величину ΔY, 
то из (19), с учётом (14), следует 

δ + Δδ = G – (TY  + ΔTY)(Y + ΔY) =  
 = G – TY (Y + ΔY) – ΔTY(Y + ΔY) 

 = G – TY Y – TY ΔY – ΔT = δ – TY ΔY – ΔT. 
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Таким образом, 
Δδ = – TY ΔY – ΔT.                           (32) 

Так как изменение налоговой ставки на ΔTY  вызывает 
изменение национального дохода на величину ΔY, опре-
деляемую формулой (12), то из (12), (32) следует, что  

,
)1(1
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т.е. пришли к (29). Так как 0 < CY < 1, то  

)1(1)1(1 YY

YY

YY
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TC
TC
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.                      (33) 

Тогда свойства (31) следуют из (28), (30), а из 
(21), (30) следует, что  

.TG
                                      (34) 

Выводы. Так как мультипликатор T
  отрица-

тельный, то при увеличении ставки подоходного налога  
на величину ΔTY, т.е. при ΔTY > 0, что вызывает увели-
чение налоговых поступлений на величину ΔT, проис-
ходит сокращение дефицита государственного бюджета. 
При уменьшении ставки подоходного налога на величи-
ну ΔTY, т.е. при ΔTY < 0, что вызывает сокращение нало-
говых поступлений на величину ΔT, происходит увели-
чение бюджетного дефицита.  

Из (34) следует, что по абсолютной величине го-
сударственный мультипликатор превосходит налоговый 
мультипликатор. Таким образом, рост бюджетного де-
фицита за счёт уменьшения налоговых поступлений на 
некоторую величину превосходит рост бюджетного де-
фицита за счёт увеличения государственных расходов 
на такую же величину. Этот эффект объясняется тем, 
что с ростом государственных расходов увеличиваются 
доходы населения, а следовательно, и налоговые посту-
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пления, которые частично покрывают государственные 
расходы. 

Замечание. Если рассмотреть мультипликатив-
ные эффекты, индуцированные за границей, то они бу-
дут аналогичны эффектам, индуцированным инвести-
циями частного сектора или государственными расхо-
дами, поскольку в правой части (1) появится дополни-
тельное слагаемое Z. 
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Глава 6. Рынок денег 

§1. Общие понятия. Функции денег 
Под рынком денег в макроэкономике понимается 

совокупность отношений между банковской системой, 
создающей всеобщее платёжное средство – деньги, и 
«публикой», определяющей спрос на них. «Публикой» 
считаются все экономические субъекты кроме банков. 

Деньги – это то, что общество признаёт деньгами, 
и это наиболее общее их определение. Термин «деньги» 
используется как удобное краткое наименование слож-
ного агрегата – денежной массы, состоящей из ряда суб-
агрегатов, таких как высокоэффективные (high-powered) 
или чистые (pure) деньги, почти деньги (near money), 
прочие ликвидные активы. Эти субагрегаты объединяют 
отдельные компоненты денежной массы, отличающиеся 
степенью своей «денежности», а также тем, в какой ме-
ре они выполняют приписываемые деньгам функции 
как всеобщего платёжного средства, и насколько они 
ликвидны, т.е. способны превратиться в другие виды 
имущества без потери ценности. 

Деньгам приписываются три основные функции: 
средство платежа, средство счёта, средство сохранения 
ценности. 

Средство платежа. Существование денег как 
всеобщего платёжного средства позволяет разделить акт 
обмена товарами на два отдельных акта – куплю и про-
дажу. Платежи осуществляются тремя способами: 1) 
путём передачи денежных знаков; 2) посредством запи-
сей на счетах в банках; 3) документами, удостоверяю-
щими задолженность одного лица другому. Этим спосо-
бам соответствуют три вида платёжных средств: 1) на-
личные деньги (банкноты, монеты); 2) жиро-деньги (че-
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ки, текущие счета); 3) долговые деньги (векселя, обяза-
тельства). Первые два вида создаются банковской сис-
темой, а третий – не банками. 

Средство счёта. Пусть в экономике обращается 
n различных товаров. Тогда в безденежной экономике 

будет 
2

)1( nn  относительных цен, т.е. цен i-го товара 

относительно j-го товара. В денежной экономике все 
сделки осуществляются посредством промежуточного 
обмена товара на деньги, т.е. количество денежных цен 

будет равно n, меньше в 
2

1n  раз количества цен в без-

денежной экономике. Можно представить выигрыш, 
если в современной экономике n > 107.  

Замечание. Деньги как средство платежа и как 
средство счёта не всегда совпадают. Как правило, в пе-
риоды стабильного состояния экономики они совпада-
ют, а в периоды высокой инфляции в качестве средства 
счёта обычно используется стабильная иностранная ва-
люта, а в качестве средства платежа – отечественная ва-
люта. 

Средство сохранения ценности. Получив деньги 
за проданные товары или услуги, люди в обычных усло-
виях не стремятся немедленно истратить их. Сохраняя 
часть их в течение некоторого времени, они сохраняют 
и представляемую ими ценность. Однако для сохране-
ния ценности годятся помимо денег и другие активы – 
акции, облигации, недвижимость, которые в отличие от 
денег приносят их владельцам доход. Однако как сред-
ство сохранения ценности деньги имеют определённые 
преимущества. Во-первых, они легко и быстро конвер-
тируются в другие виды имущества, что придаёт их 
ценности определённость. Во-вторых, деньги в большей 
мере, чем другие средства, обладают свойством переда-
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ваемости, причём передача денег не сопровождается 
уменьшением сохраняемой ими ценности. Эти два свой-
ства  – определённость и передаваемость – характери-
зуют ликвидность. Хотя все виды имущества и активов 
обладают в той или иной мере этим свойством, деньги 
являются наиболее ликвидной формой сохранения цен-
ности. Тем не менее в современной высокоразвитой 
экономике наибольшее значение имеет способность де-
нег служить средством платежа, тогда как их способ-
ность сохранять ценность менее важна, поскольку раз-
витый финансовый рынок предоставляет для этого иные 
более эффективные средства. 

§2. Измерение денежной массы. 
 Создание денег банковской системой 

Центральные банки (ЦБ) обычно структурируют 
денежную массу по степени ликвидности её компонен-
тов. По мере снижения ликвидности в число компонен-
тов денежной массы включаются активы, всё в меньшей 
мере способные выполнять функцию средства платежа 
и всё в большей степени пригодные служить средством 
сохранения ценности. В соответствии с этим выделяют-
ся четыре агрегата денежной массы: М0, М1, М2, М3. 

М0:  наличные в обращении деньги; 
М1: 

1) М0; 
2) депозиты населения в сбербанках до вос-

требования; 
3) депозиты населения и предприятий в 

коммерческих банках до востребования;  
4) средства населения и предприятий на 

расчётных и текущих счетах.  
М1=М0 + 2) + 3) + 4).                           (1) 
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М2:  
1) М1; 
2) срочные вклады в сбербанках: 

М2 = М1 + 2).                               (2) 
М3:  

1) М2; 
2) депозитные сертификаты банков; 
3) облигации государственного займа: 

М3 = М2 + 2) +3).                          (3) 
Таким образом, если М – вся денежная масса, то  

М = М0 + М1 + М2 + М3.                     (4) 
Замечание. Чем менее развита страна, тем боль-

шую долю М составляют наличные деньги. Под деньга-
ми в узком смысле в макроэкономике подразумевается 
агрегат М1. 

Центральный банк. Основу денежной массы 
страны составляют банкноты и монеты, поэтому их на-
зывают денежной базой. Общий размер денежной базы 
страны определяется по балансу ЦБ, который представ-
лен в табл. 1. 

Таблица 1 
Актив Пассив 

1. Валютные ре-
зервы  
(золото и ино-
странная валюта) 

ВР 1. Наличные деньги 
в обращении 

НДО 

2. Ценные бумаги ЦБ 2. Депозиты ком-
мерческих банков 

ДКБ 

3. Кредиты ком-
мерческим банкам 

ККБ 3. Депозиты прави-
тельства 

ДП 

4. Кредиты прави-
тельству 

КП 4. Прочие пассивы ПП 

5. Прочие активы ПА   
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 Баланс ЦБ в виде балансового уравнения равен-
ства активов и пассивов имеет вид  

ВР+ЦБ+ККБ+КП+ПА = НДО+ДКБ+ДП+ПП.      (5)  
Чистая задолженность правительства (ЧЗП) 

определяется величиной  
ЧЗП = КП – ДП.                                (6)  

Тогда балансовое уравнение запишется в виде 
ВР + ЦБ + ККБ +ЧЗП + ΔП = НДО + ДКБ,       (7) 

где ΔП = ПА – ПП. Левая часть (7) показывает, как воз-
никает денежная база. Увеличивая свои активы, банк 
создаёт деньги, а сокращая – уничтожает их. Правая 
часть (7) показывает, что денежная база распределена 
между наличными деньгами, находящимися в обраще-
нии, и депозитами коммерческих банков в центральном 
банке. В качестве средств платежа может быть исполь-
зовано только НДО, а ДКБ служит резервами денежной 
системы. 

Система коммерческих банков. Банкноты, поки-
нувшие Центральный банк, распределяются следующим 
образом: одна часть оседает в кассе домашних хозяйств 
и частных фирм, другая часть поступает в коммерческие 
банки в виде вкладов. Вкладчик обычно получает право 
оплачивать свои расходы чеками в пределах вложенной 
в банк суммы. Поэтому наряду с банкнотами в роли 
платёжных средств используются чеки. 

В отличие от Центрального банка,  возможности 
предоставления кредитов которого теоретически без-
граничны, так как его долговые обязательства являются 
деньгами, коммерческие банки имеют пределы кредито-
вания. Открывая у себя счета до востребования, они 
должны считаться с тем, что вкладчик в любой момент 
может потребовать наличные деньги в объёме своего 
вклада. Поэтому коммерческим банкам всегда необхо-
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димо иметь резервы наличных денег, что ограничивает 
возможности коммерческих банков. 

§3. Общая модель создания денег.  
Предложение денег 

Рассмотрим процесс создания денег двухуровне-
вой банковской системой (1-й уровень – ЦБ, 2-й уро-
вень – КБ) в общем виде, используя обозначения: 

Н – активы Центрального банка (денежная база); 
MR – минимальные резервные покрытия коммер-

ческих банков; 
UR – избыточные резервы коммерческих банков; 
D – чековые (бессрочные) депозиты в коммерче-

ских банках; 
MH – наличные деньги в обращении; 
K – кредиты коммерческих банков. 

Составим в этих обозначениях балансы денеж-
ных средств всех трёх участников создания денег: цен-
трального банка, коммерческих банков и «публики», т.е. 
совокупности всех экономических субъектов, не яв-
ляющихся банками, включая государство. 

Центральный банк приобрёл у населения и госу-
дарства свои активы, расплатившись банкнотами. Одна 
часть последних образует актив населения  (MH), дру-
гая часть поступает на депозиты в коммерческие банки, 
образуя их актив (MR+UR). Депозиты (D) являются ак-
тивом для населения и пассивом для коммерческих бан-
ков. Кредиты коммерческих банков (K) – это часть их 
актива, но пассив для населения. Эти отношения между 
активами и пассивами удобно отобразить в виде табли-
цы. 

Таким образом, процесс создания денег банков-
ской системой отражается в двух соотношениях: 

H = MH +MR + UR,                        (1) 
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D = MR + UR + K.                          (2) 
Таблица 2 

Баланс  
Центрального 

банка 

Баланс  
коммерческих 

банков 

Баланс 
 «публики» 

Актив Пассив Актив Пассив Актив Пассив 
H MH MR D MH K 

 MR UR  D H 
 UR K    
 
Введём коэффициенты: 

D
MR

  – норматив минимального резервного по-

крытия; 

D
UR

  – норматив кассовых остатков коммерче-

ских банков; 

K
MH

  – доля наличных денег в общей сумме 

кредитов коммерческих банков. 
Тогда  

H = D + βD + γK,                        (3) 
D = D + βD + γK.                        (4) 

Из (4)  
K = D(1 – α – β).                              (5) 

Используя (5) в (3), получим 
H = D[+ β(1 – γ) + γ(1 –  )].                   (6) 

Отсюда 

.
)]1()1([

1 HD


                    (7) 

Множитель ΔD, стоящий в (7) перед H, – это де-
позитный мультипликатор: он показывает, на сколько 
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могут возрасти депозиты в коммерческих банках при 
увеличении денежной базы на единицу. 

Из (5) и (7) следует 

.
)1()1([

)1( HK



               (8) 

Множитель ΔK, стоящий в (8) перед H, – это кре-
дитный мультипликатор: он показывает, на сколько 
может увеличиться сумма банковских кредитов населе-
нию при увеличении денежной базы на единицу.  

Согласно (2.1) агрегат M1 денежной массы пред-
ставим в виде  

M1 = D + MH,                                  (9) 
где MH = M0. Далее под деньгами будем понимать 
деньги в узком смысле, т.е. агрегат M1, обозначая его 
просто M. Тогда 

M = D + γK.                                   (10) 
Из (7), (8), (10) следует, что 

.
)]1()1([

)]1(1[ HM



        (11) 

Множитель ΔM = m(α, β, γ), стоящий в (11) перед H, – 
это денежный мультипликатор: он показывает, на 
сколько увеличится количество денег в стране при уве-
личении денежной базы на единицу.  

Полученные результаты представим в виде сле-
дующего утверждения. 

Теорема 1. Составляющие D, K (см. табл. 2) и  
M = D + MH = D + γK                        (12) 

денежных средств выражаются через активы централь-
ного банка H (денежную базу) в виде 

D = ΔDH,                                         (13) 
K = ΔKH,                                         (14)  

M = ΔMH = m(α, β, γ)H,                  (15) 
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где депозитный мультипликатор ΔD, кредитный мульти-
пликатор ΔK и денежный мультипликатор ΔM определя-
ются формулами 

)]1()1([
1


D ,                  (16) 

)]1()1([
)1(




K ,                (17) 

)]1()1([
)]1(1[),,(



 mM .  (18) 

Теорема 2. Пусть  
0 < γ < 1, 0 < α < 1, 0 < β < 1, 0 < α + β < 1.     (19) 

Тогда 

,0,0,0 










 mmm                      (20) 

т.е. денежный мультипликатор является убывающей 
функцией параметров α, β и γ. 

Замечание. Доказать самостоятельно. 
Таким образом, из (15) следует 

M = ),,,(),,(


 HMHm .            (21) 

 
 

Рис. 1 

Параметры β и γ явля-
ются убывающими 
функциями ставки про-
цента i, т.е. β = β(


i ), 

 γ = γ(

i ), так как с рос-

том i у коммерческих 
банков увеличивается 
заинтересованность в 
снижении избыточных 
резервов, а у населения 
– наличных денег.  
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Тогда, согласно (21), функция предложения денег 
M может быть представлена в виде 
             M = ),,())(),(,(


 HiMHiim  .               (22) 

Вывод. Чем выше ставка процента i, тем больше 
предложение денег M при заданной денежной базе H и 
фиксированной норме резервного покрытия α. 

Замечание. На рис. 1 изображены возможные за-
висимости M от i как возрастающих функций при фик-
сированных α и H, хотя эти зависимости могут быть бо-
лее сложными, например с точками перегиба. 

§4. Спрос на деньги 
Под спросом на деньги понимается желание эко-

номических субъектов иметь в своём распоряжении оп-
ределённое количество платёжных средств (кассу). 
Держание кассы лишает её собственника доходов от тех 
видов имущества, которые он мог бы купить на лежа-
щие в кассе деньги. В связи с этим возникает вопрос: 
почему экономические субъекты согласны нести эти за-
траты (потери), предъявляя спрос на деньги?  

Д.М. Кейнс выделил три мотива, порождающие 
этот спрос: 1) транзакционный мотив (спрос на деньги 
для сделок); 2) мотив предосторожности; 3) спекуля-
тивный мотив (спрос на деньги как имущество). 

4.1. Спрос на деньги для сделок и 
 по мотиву предосторожности 

Пусть Y – доход домашнего хозяйства, который 
равномерно распределяется до конца единичного вре-
менного периода на приобретение необходимых благ. 
Пусть в начале каждого периода доход не выплачивает-
ся наличными, а зачисляется на депозитный счёт с га-
рантированным процентом i, и оплата покупок осуще-
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ствляется наличными. Каждая операция по конвертиро-
ванию части вклада в наличность стоит определённых 
затрат, состоящих из двух частей: 1) оплаты услуг по 
конвертированию с нормой h; 2) затрат в виде потери 
процентного дохода с изымаемой из банка суммы X со 

средним её значением .
2
XM    Таким образом, общая 

сумма затрат TC(X) за период между двумя начисле-
ниями дохода в банк будет иметь вид 

2
)( Xi

X
YhXTC  .                             (1) 

Таким образом, оптимальный спрос на деньги 
для сделок  Ncд равен среднему минимальному значе-
нию Xmin изымаемой из банка суммы, при которой обес-
печивается сумма затрат TC(X), т.е. Ncд= Xmin /2. Необ-
ходимое условие минимума 

0)(


dX
XdTC  

приводит к уравнению 

0
22 
i

X
hY , 

из которого следует 

i
hYX 2

min  . 

Отсюда 

i
hYN
2cд  . 

В дальнейшем зависимость Ncд от Y и i при заданной 
норме транзакционных издержек h будем обозначать 
функцией 

),(cдcд


 iYNN .                            (2) 
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Замечание. Зависимость может иметь и более 
сложный характер, но с условием: Ncд является возрас-
тающей функцией дохода домашнего хозяйства Y и 
убывающей функцией банковского процента i.  

Спрос на деньги по мотиву предосторожности 
Nnp возникает в связи с тем, что могут возникнуть не-
предвиденные платежи. Вид Nnp, как функции Y и i, 
предполагается тем же, что и для Ncд, т.е.  

),(npnp


 iYNN .                        (3) 

 

4.2. Спрос на деньги как имущество 
В современной экономике имущество экономи-

ческих субъектов принимает форму портфеля ценных 
бумаг: денег, облигаций, акций и т.д. Полезность денег 
состоит в абсолютной ликвидности, т.е. деньги как 
имущество в любой момент могут превратиться в день-
ги для сделок. При этом спрос на деньги как имущество 
обратно пропорционален доходности ценных бумаг. 
Предположим пока, что кроме денег существует лишь 
один вид ценных бумаг – государственные облигации с 
номинальной стоимостью Bn, выплачиваемым по ним 
процентом in и рыночной (банковской) ставкой процен-
та i, характеризующей доходность облигации. Тогда 
текущий рыночный курс облигации 

n
n B
i
iB  .                                    (4) 

Решая, хранить ли ценность в денежной форме или в 
виде облигаций, субъект, кроме дохода на облигацию, 
учитывает её рыночный курс в будущем Bl, который оп-
ределяется по формуле 

n
l

n
l B

i
iB  ,                                 (5) 
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где il – ожидаемое значение ставки процента в будущем. 
Если владелец облигации ожидает повышения ставки 
процента (il>i), то его ожидаемые потери от снижения 
курса облигации составит величина 

nn
l

l Bi
ii

BBB 









11 .              (6) 

Эту ожидаемую потерю он сохраняет до тех пор, пока 
гарантированный доход от облигаций inBn превышает 
потери ΔB, т.е. пока сохраняется условие BBi nn  . То-
гда из (6) следует 

lii
111  .                                 (7) 

Определение. Текущая ставка процента i = ik , при 
которой в (7) достигается равенство, называется крити-
ческой. 

Из (7) следует, что  

l

l
k i

ii



1

.                               (8) 

Значение ik, определяемое формулой (8), является тео-
ретическим, если il – точное будущее значение ставки 

процента. Поскольку в 
реальной жизни il – это 
некоторое ожидаемое 
субъектом значение, то 
каждый субъект имеет  
своё представление о 
величине критической 
ставки процента в виде 
интервала возможных 
значений i. 

                       Рис. 2                   
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В соответствии с этим спрос на деньги как на 
имущество является убывающей функцией ставки про-
цента i (см. рис. 2), т.е.  

  Nим =Nим )(

i .                                    (9)                   

При небольших изменениях i эта зависимость представ-
ляется в виде линейной функции 

 Nим = Ni(imax – i),                      (10)               

где 
di

dNN i
им  – предельная склонность к предпочте-

нию денег в качестве имущества, показывающая, на 
сколько увеличится (уменьшится) спрос на деньги как 
имущество при уменьшении (увеличении) ставки про-
цента i в интервале maxmin iii   на один пункт. 

Вывод. Спекулятивный спрос на деньги тем вы-
ше, чем меньше возможности использовать для сохра-
нения ценности иные финансовые активы. 

4.3. Спрос на деньги и уровень цен 
При повышении уровня цен необходимо учиты-

вать следующие два результата этого процесса.  
Во-первых, при повышении уровня цен P требуется 
больше денег для совершения сделок, т.е. спрос на 
деньги повышается. Во-вторых, при повышении темпа 
прироста уровня цен π  возрастают существующие за-
траты держателя кассы, что понижает спрос на деньги. 
В соответствии с этим спрос на деньги с учётом уровня 
цен представляется в виде 

),,,(


 iYPlN                         (11) 

где Y – доход,  i – ставка процента. Поскольку влияние π 
сложно учесть, то обычно оно не учитывается и предпо-
лагается, что  

),,(


 iYPlN                           (12) 
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где  
).(),(),(),( имnpcд


 iNiYNiYNiYl         (13) 

§5. Равновесие на рынке денег 
Равновесие на рынке денег достигается, когда 

предложение денег M равно общему спросу на деньги N, 
т.е. достигается равенство M = N. Тогда с учётом (3.22) 
и (4.12) получаем 

),,(),,(


 iYPliHM                         (1) 

где:  
i – процентная ставка; 
Y – доход; 
H – денежная база; 
α – норма минимального резервного покрытия; 
P – уровень цен. 

Множество точек {Y; i}на плоскости (Y, i), для 
которого выполняется условие (1), т.е. выполняется ус-
ловие равновесия на денежном рынке, образует некото-
рую кривую NM. Построим эту кривую. Как было пока-
зано ранее, общий спрос на деньги N состоит из спроса 
на деньги как имущество Nим, для сделок Ncд и из-за 
предосторожности Nпр, т.е.(см. 4.13) 

N = Nим +  Ncд + Nпр.                      (2) 
Было установлено, что для Ncд,пр = Ncд + Nпр существен-
ной является зависимость от Y, а для Nим – от i, т.е.  

N = Nим (

i )+  Ncд,пр(


Y )                    (3)  

В квадранте II изображён график  Nим = Nим (

i ), 

т.е. перенесён график с рис. 2, а в квадранте IV – график  
в виде простейшей линейной функции Ncд,пр = Ncд,пр(


Y ). 

В квадранте III линия ММ такова, что M = N = Nим + 
Ncд,пр.  На основе этих линий в квадранте I определяется 
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множество точек (Y, i) (линия NM), соответствующих 
равновесию на рынке денег. 

 

 
Рис. 3 

 
Ставке процента i0 соответствует спрос на деньги 

как имущество N0
им. Тогда для сделок и запаса предос-

торожности остаётся N0
cд,np денег. Такое количество де-

нег  N0 = N0
им + N0

cд,np потребуется только в том случае, 
если доход будет равен  Y0. Точка A0 = (Y0, i0) и будет 
равновесной точкой. 

Можно найти другую равновесную точку  
A1= (Y1, i1) в обратной последовательности. При доходе 
Y1 спрос на деньги для сделок и из-за предосторожности 
равен N1

cд,np. Значению N1
cд,np соответствует N1

им, но та-
кое количество денег, как имущество, будет держаться 
субъектами при ставке процента i1. 
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Точки Bи, лежащие выше линии NM, соответст-
вуют избытку денег, когда предложение денег превы-
шает их спрос, т.е. в точке Bи   

M(Y2, i2) > N(Y2, i2).                           (4) 
Действительно, доходу Y2 соответствует равновесное 
значение iB < i2. Но поскольку Nим(i2) < Nим(iB), то пред-
ложенное количество денег не потребляется полностью 
спросом на них. Аналогично показывается, что точки 
BH, лежащие ниже линии NM, соответствуют недостатку 
(дефициту) денег, т.е. в точке Bн  

M(Y2, i3) > N(Y2, i3). 
Найдём аналитическое выражение для линии NM 

для одного частного случая. Согласно (1), (3) можно M 
представить в виде  
      )()(),()( импрсд,импрсд,


 iNYNiYPlYPlM .  (5) 

Представим lсд,пр(Y)  в виде  

lсд,пр (Y) = lYY,  
dY

Ydl
lY

)(прсд, .                    (6) 

Представим lим(i), с учётом (4.10), в виде 

lим(i) = li(imax – i), 
di

dNN
P
Nl i

i
i

им,  .                (7) 

Из (5) – (7) следует 

).( max iilYl
P
M

iY                            (8) 

Обозначим 
M – = M – Niimax .                             (9) 

Тогда из (8) следуют две эквивалентные формулы 

,i
l
l

Pl
MY

Y

i

Y




                             (10) 

.Y
l
l

Pl
Mi

i

Y

i




                          (11) 
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Сформулируем полученный результат в виде 
следующего утверждения. 

Теорема 3. В случае линейного представления 
Nим(i) в виде (4.10) и линейного представления Ncд,пр(Y) 
в виде (5), (6) множество равновесных точек (Y,i) на 
рынке денег, составляющих линию NM, определяется 
эквивалентными формулами (10), (11). 

Замечание. В рассмотренном частном случае ли-
ния NM вырождается в прямую.  
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Глава 7. Рынок капитала 
Распределение своих сбережений экономические 

субъекты осуществляют через рынок капитала (финан-
сов) (рис.1), назначение которого – трансформировать 
сбережения в реальные инвестиции. 

 
Рис.1 

Осуществляется этот процесс путём покупки на 
рынке ценных бумаг, являющихся в общем случае рис-
ковыми активами, и формирования из этих активов 
портфеля ценных бумаг. При этом на решение субъекта 
о распределении общей суммы сбережений между раз-
личными видами ценных бумаг влияют четыре основ-
ных фактора: 1) доходность конкретного вида ценной 
бумаги; 2) степень риска полученного дохода; 3) отно-
шение субъекта к риску: 4) транзакционные затраты, 
связанные с превращением ценной бумаги в деньги и 
наоборот. 

§1. Доходность, риск и оптимизация портфеля 
 ценных бумаг 

Через E{·} будем обозначать оператор математи-
ческого ожидания. Тогда для случайной величины x 

Рынок капитала 

Кредитный 
рынок 

Рынок акций 

Рынок денег Рынок гособлигаций 
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x

x xxE

xEx

                              (1) 

соответственно математическое ожидание, дисперсия и 
среднеквадратическое отклонение x. 

Пусть x и  y – две случайные величины соответ-
ственно с характеристиками xxx  ,, 2  и yyy  ,, 2 . Тогда 

yxyx
xy

yxyx






),cov(),cov(

22
,                 (2) 

где  
]}][{[),cov( yyxxEyx                  (3) 

есть коэффициент корреляции, характеризующий стати-
стическую зависимость между x и  y. При этом 

10  xy .                                  (4) 
Пусть 

z = ax+ by.                           (5) 
Тогда  

E{z} = ybxaz  ,                      (6) 

xyyxyxz abba  222222 .                  (7) 
Доходность ценной бумаги r  – это ожидаемое 

увеличение её относительной стоимости r за некоторый 
временной период, т.е. математическое ожидание слу-
чайной величины, какой является увеличение относи-
тельной стоимости. Тогда дисперсия  

}]{[ 22 rrE                                (8) 
характеризует степень риска для  обладателя этой цен-
ной бумаги. 

Рассмотрим задачу формирования портфеля из 
двух ценных бумаг A и B соответственно с доходностя-
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ми Ar  и Br , рисками 22 , BA   и коэффициентом корре-

ляции
BA

AB
BA




),cov( . Пусть доли этих акций в порт-

феле равны An  и Bn  и при этом 

An  + Bn  = 1.                               (9) 
Замечание. Отрицательное значение An  или Bn  

означает взятие соответствующей ценной бумаги в долг. 
Тогда доходность Pr  и риск 2

P  такого портфе-
ля, согласно (6), (7), (9), будут иметь вид 

BAAAP rnrnr )1(  ,                   (10) 

ABBAAABAAAP nnnn  )1(2)1( 22222 .  (11) 
Проведём анализ соотношений (10), (11). Пусть 

),max(max BA rrr  . Тогда для доходности портфеля Pr  
справедливо соотношение 

maxmaxmax )1( rrnrnr AAP  , 
т.е.  

maxrrP  .                                 (12) 
Так как 1AB , то из (11) следует 

.)(

)1(2)1(
2

22222

BBAA

BAAABAAAP

nn

nnnn




 

Поскольку все величины неотрицательны, то 
BAAABBAAP nnnn  )1( .           (13) 

Пусть ),max(max BA  . Тогда из (13) следует 

maxP .                                (14) 
Свойства (12) и (14) означают следующее. 

Вывод: При любых значениях An  и Bn , удовле-
творяющих условию (9), доходность портфеля не пре-
вышает доходность наиболее доходной ценной бумаги, 
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а риск портфеля не превышает риска наиболее рисковой 
ценной бумаги. 

Задача оптимального формирования портфеля 
ценных бумаг заключается в следующем: найти значе-
ния *

An  и *
Bn , минимизирующие риск портфеля, т.е. оп-

тимальные в смысле  
min2 P .                              (15) 

Необходимым условием минимума 2
P , опреде-

ляемого формулой (11), по An  является условие 

.0)21(2)1(22 22
2




ABBAABAAA
A

P nnn
dn
d  

(16) 
Решение (16) относительно An  совместно с (9) даёт оп-
тимальную структуру портфеля 

.
2

1

,
2

22

2
**

22

2
*

ABBABA

ABBAA
AB

ABBABA

ABBAB
A

nn

n











            (17) 

Достаточное условие минимума 

02

22




A

P

dn
d .                                  (18) 

Из (16) следует 

 


ABBABA
A

P

dn
d

422 22
2

22

 

).2(2 22
ABBABA               (19) 
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Так как 






 
2

22

inf
A

P

dn
d  достигается при 1AB , причём 










 
2

22

inf
A

P

dn
d

= 2 0)( 2  BA , то условие (18) выполня-

ется, т.е. решение (17) действительно минимизирует 
риск портфеля.  

Коэффициент корреляции AB  может принять 
одно из трёх предельных значений. 

Ситуация 1: случай отсутствия корреляции ме-
жду доходностями ( AB = 0). В этом случае 

,, 22

2
*

22

2
*

BA

A
B

BA

B
A nn








               (20) 

.22

22
2

BA

BA
P 


                             (21) 

Формулы (20) следуют из (17), а (21) – в результате под-
становки (20) в (11). 

Ситуация 2: случай полной отрицательной кор-
реляции между доходностями ( AB  = –1), когда тенден-
ция к росту и понижению доходностей являются проти-
воположными для различных ценных бумаг. В этом 
случае 

,0,, 2** 








 P
BA

A
B

BA

B
A nn           (22) 

т.е. портфель имеет нулевой риск. 
Ситуация 3: случай полной положительной кор-

реляции между доходностями ( AB  = +1), когда тенден-
ции к росту и понижению доходностей являются иден-
тичными для различных ценных бумаг. Тогда 
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,0,, 2** 








 P
BA

A
B

BA

B
A nn       (23) 

т.е. и в этом случае портфель имеет нулевой риск, но при 
этом один из типов ценных бумаг берётся в долг, так 
как либо *

An , либо *
Bn  являются отрицательными, при-

чём берётся в долг актив с меньшим риском для пере-
распределения его в пользу актива с большим риском.  

§2. Формирование портфеля с учётом предпочтений                                  
инвесторов 

По своему отношению к доходу и риску субъек-
ты экономической деятельности делятся на три типа: 

1) равнодушные к риску, которые считают, что их 
благополучие остаётся неизменным, если доходность и 
риск растут в равной мере; 

2)  предрасположенные к риску, которые допус-
кают отставание роста доходности от роста риска; 

3)  нерасположенные к риску, которые допускают 
возрастание риска портфеля только в том случае, если 
доходность портфеля возрастает в большей мере, чем 
риск. 

Исследования показали, что большинство субъ-
ектов экономической деятельности относятся к треть-
ему типу. Рассмотрим возможный подход к формирова-
нию портфеля этого типа инвестора. 

Вводится функция полезности 0),( PPrU , яв-
ляющаяся возрастающей функцией доходности Pr   и 
убывающей функцией риска P  портфеля. М. Рубин-
штейн (M.E. Rubinstein) предложил функцию вида  

0,),( 2  PPPP rrU .              (1) 
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Если взять constˆ),(  UrU PP , то из (1) следует кривая 
безразличия 





)ˆ(

),ˆ(
2
P

PP
U

Ur ,                        (2) 

определяющая значения доходностей Pr  портфеля, на 
которые согласен инвестор при значении риска портфе-
ля 2

P  и при уровне полезности портфеля Û . Из (2) сле-

дует, что 0
)(

),ˆ(
2

2






P

PP Ur , т.е. кривая безразличия выпук-

ла вниз. Так как 0
),ˆ(





P

PP Ur , то это условие означает, 

что скорость возрастания доходности выше скорости 
возрастания риска, что соответствует третьему типу ин-
вестора.  

Таким образом, для значений ,ˆ
1UU   ,ˆ 2UU   

,ˆ 3UU   таких, что U1 < U2 < U3, семейство кривых 
безразличия 3,1),,(  kUr PkP , имеет вид (рис. 2). Если 
при заданных 22 ,,, BABA rr  для различных наборов { An , 

Bn  } построить, в соответствии с (1.10), (1.11), семейст-
во точек { PPr ; }, то получим кривую, изображённую 
на рис. 3. Для инвестора третьего типа верхняя ветвь CB 
этой кривой предпочтительней нижней CD, т.е. набор 
активов },{ 11

BA nn , дающий точку },{ 1*
PP r , более пред-

почтителен, нежели набор активов },{ 22
BA nn , дающий 

точку },{ 2*
PP r , так как при риске *

PP   доходность 
1
Pr , определяемая первым набором, выше доходности 
2

Pr , определяемой вторым набором, т.е. 1
Pr  > 2

Pr  
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Тогда искомый состав портфеля будет состоять из таких 
значений *

AA nn   и *
BB nn  , которые дадут точку 

},{ **
PP r  (рис. 4), которая получается как точка касания 

ветви BC кривой BCD с кривой безразличия U*. По-
скольку на этой кривой значение функции безразличия 
достигает максимального значения, так как кривая U* 
является наиболее высокой из возможных кривых {Ui} 
(рис. 2), то такой состав портфеля { *

An  , *
Bn } можно счи-

тать оптимальным в смысле максимизации функции по-
лезности. 

§3. Составление портфеля из рискового и                               
безрискового активов 

В современной экономике имущество экономи-
ческих субъектов имеет форму портфеля ценных бумаг. 
С точки зрения таких характеристик, как доходность и 
риск, можно выделить три основных вида ценных бу-
маг: 1) деньги – это актив, имеющий нулевую доход-
ность и нулевой риск ( Mr = 0, σM = 0); 2) государствен-
ные облигации, имеющие гарантированную доходность 
и нулевой риск ( Br  > 0, σB = 0); 3) акции частных фирм, 
приносящие негарантированные доходы ( Ar  > 0, σA > 0). 
В §1, 2 мы рассмотрели проблему формирования только 
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из рисковых активов. Рассмотрим теперь проблему со-
ставления портфеля из рисковых и нерисковых активов, 
взяв в качестве последнего деньги. 

Пусть Pr  – доходность портфеля, состоящего из 
рисковых активов одного типа. Пусть инвестор форми-
рует финансовый портфель с доходностью Vr , в кото-
ром, кроме рисковых активов, доля которых равна nA = n 
с риском σP, присутствуют деньги, доля которых равна 
nM = (1 – n) и которые могу ссужаться и заниматься по 
ставке процента i. При этом предполагаем, что инвестор 
может брать деньги в долг для целей увеличения порт-
феля. В этом случае  

(1 – n) < 0, n > 1.                             (1) 
Так как доходность денег равна ставке процента 

i, то доходность портфеля из рисковых активов и денег 
Vr  будет иметь, согласно (1.10), вид 

Vr  = n Pr  + (1 – n)i = i + n( Pr  – i).             (2) 
Поскольку у денежной части портфеля нулевой риск, то, 
согласно (1.11), 22

PV n  . Отсюда 

P

V
PV nn




 , .                        (3) 

Тогда из (2), (3) следует 

V
P

P
V

irir 


)( 
 .                        (4)  

Графически зависимость )( VVV rr   вида (4) 
изображена на рис. 5. Каждая точка прямой M соответ-
ствует определённому составу портфеля, т.е. опреде-
лённому распределению средств между рисковой и не-
рисковой частями портфеля. При этом возможны три 
ситуации. 
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Рис. 5 

1) Точка М. В этой точке PVPV rr  , . Это оз-
начает, что все средства инвестор вложил в рисковые 
активы. 

2) Точки Мл, т.е. точки, расположенные на прямой 
М левее точки М. Для этих точек PV  , т.е. (см. (3)) 

n < 1, (1 – n) < 1.                                 (5) 
Это означает, что все средства инвестор распределил 
между рисковыми активами и деньгами. 

3) Точки Мп, т.е. точки, расположенные на прямой 
М правее точки М. Для этих точек PV  , т.е. 

 n > 1, (1 – n) < 0.                                 (6) 
Это означает, что инвестор, кроме портфеля, обладает 
денежной задолженностью. Таким образом, относи-
тельно рынка денег инвестор в точках Мл выступает как 
кредитор, в точках Мп,– как заёмщик, а в точке М он 
вообще не выходит на денежный рынок. 

Поскольку государственные облигации, как и 
деньги, являются также безрисковыми активами, то 
процесс формирования портфеля из рисковых активов и 
облигаций имеет аналогичный характер. Только всюду 
ставка процента i должна быть заменена доходностью 
облигации Br . На этом основании деньги и государст-
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венные облигации являются взаимозаменяемыми вида-
ми активов. 

Степень взаимозаменяемости облигаций и акций 
как составных частей портфеля определяется отношени-
ем субъекта к сочетанию дохода и риска, что учитыва-
ется функцией полезности ),( rU . Субъекты, более 
склонные к риску, рассматривают облигации и акции 
как взаимозаменяемые части портфеля. Субъекты, 
предпочитающие минимизировать риск, – как невзаимо-
заменяемые. 

Вывод. На макроэкономическом уровне в эконо-
мике рассматриваются лишь два кредитных рынка – де-
нег и государственных облигаций, спрос на которые уч-
тён в предыдущей главе в рамках рассмотрения спроса 
на деньги как на имущество. Таким образом, кривая 
NM, построенная в предыдущей главе, представляет 
множество комбинаций уровня национального дохода и 
ставки процента, соответствующих совместному равно-
весию на рынке денег и ценных бумаг. 

В случае включения в рассмотрение на макро-
экономическом уровне также и рынка рисковых ценных 
бумаг считается, что планы по оптимизации структуры 
портфеля всех субъектов экономической деятельности 
совпадают. В этом случае все портфели можно агреги-
ровать в один общий портфель, что приводит к равнове-
сию на всех кредитных рынках. 

Вывод: Поскольку стоимости рисковых активов 
имеют денежный эквивалент, то операции с ними могут 
трактоваться как спрос на деньги как на имущество. Та-
ким образом, на макроуровне в вопросе существования 
равновесия на рынках рынок капитала может быть объ-
единён с денежным рынком, равновесие на котором 
достигается на кривой NM (глава 6). 
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§4. Совместное равновесие на рынках благ, 
 денег и капитала (IS-NM модель) 

В главах 5 и 6 были определены множества пар-
ных значений уровня национального дохода Y  и ставки 
процента i, соответствующие равновесию на рынке благ 
(линия IS), когда совокупное предложение благ YS  сов-
падает с совокупным спросом YD, и на рынке денег (ли-
ния NM), когда совокупное предложение денег M сов-
падает с их совокупным спросом N:  

                YD – спрос, 
    блага          

                             YS – предложение; 
                    N – спрос, 
   деньги 

                                M – предложение. 
В предыдущих параграфах было установлено, 

что рынок капитала может быть включен в денежный 
рынок, и совместное равновесие на денежном рынке и 
на рынке капитала (ценных бумаг) будет определяться 
линией NM. Совместим обе линии IS и NM на рис. 6. 

Лишь одно сочетание (Y0,i0) значений дохода и 
процентной ставки, представляющее собой координаты  
точки пересечения IS и NM, обеспечивает одновремен-
ное равновесие  на трёх рынках.                                                               
     Значения Y0 и i0 называются эффективным спросом 
и эффективной ставкой процента. 

 В главе 5 было установлено, что точки (Y, i), ле-
жащие выше линии IS, соответствуют превышению 
предложения на блага над спросом (YS > YD), а точки  
(Y, i), лежащие ниже линии IS, соответствуют превыше-
нию спроса над предложением (YS < YD). В главе 6 было 
установлено, что точки (Y, i), лежащие выше линии NM, 
соответствуют превышению предложения денег над 
спросом (M > N), а точки (Y, i), лежащие ниже NM, соот-
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ветствуют превышению спроса на деньги над их пред-
ложением (M < N). 

 
Рис. 6                                                    Рис. 7 

 
Пересечение линий IS и NM делит всё множество 

сочетаний Y и i на четыре области, различающиеся ха-
рактером неравновесия на отдельных рынках: 

область I (Y S> YD; M < N): перепроизводство благ 
и недостаток денег; 

область II (YS > YD; M > N): перепроизводство благ 
и избыток денег; 

область III (YS < YD; M > N): дефицит благ и избы-
ток денег; 

область IV (YS < YD; M < N): дефицит благ и недос-
таток денег. 
Стрелками указаны направления изменения дохода Y и 
процентной ставки i, представляющих собой достиже-
ние равновесных значений Y0 и i0. Направления стрелок 
соответствуют тому, что в предыдущих главах 5 и 6 бы-
ли установлены следующие зависимости: 

),(


 iYYY DD ,                                 (1) 

)(


 iMM ,                                      (2) 
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),(


 iYlPN .                                 (3) 

Рассмотрим процесс достижения равновесия на 
примере двух точек: А(YА,iА)II; B(YB,iB)III. Поскольку 
в этих точках планы субъектов рыночных сделок при 
значениях (YА,iА) и (YB,iB) не совпадают, то последует 
корректировка спроса и предложения благ и денег. При 
этом процесс движения к равновесному состоянию мо-
жет происходить по-разному. Однако можно предполо-
жить, что процесс достижения равновесия на денежном 
рынке (попадание на линию NM) будет происходить 
быстрее, чем на рынке благ, так как для изменения объ-
ёма производства благ требуется больше времени, чем 
для изменения количества находящихся в обращении 
денег. В соответствии с этим предположением переход 
из неравновесных точек в точку равновесия (Y0,i0) будет 
происходить следующим образом. 

Точка А. Избыток предложения денег (M > N) 
приводит, согласно (2), к снижению ставки процента. 
Соответственно, согласно (3) спрос на деньги будет рас-
ти. Снижение ставки процента с iA до iF приведёт к то-
му, что в точке F(YA,iF) будет достигнуто равновесие на 
денежном рынке. Поскольку точка F лежит выше линии 
IS, то на рынке благ по-прежнему будет избыток, кото-
рый начнёт уменьшаться следующим образом. Во-
первых, согласно (1), уменьшение i на Δi1 = iА – iF при-
ведёт за счёт увеличения инвестиционного спроса пред-
принимателей к увеличению YD. Во-вторых, сверхнор-
мативные запасы готовой продукции заставят предпри-
нимателей сократить производство на величину ΔY1, на 
которую соответственно уменьшится предложение YS. 
Это приведёт к переходу в точку F1, в которой образу-
ется избыток денег, так как она лежит выше линии NM. 
Подобный процесс приспособления будет продолжаться 
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до тех пор, пока при значениях Y = Y0 и i = i0 не устано-
вится совместное равновесие. 

Точка B. Избыток денег приведёт к снижению 
ставки процента с iB до iQ, что приведёт в точке Q к рав-
новесию на денежном рынке. Поскольку точка Q лежит 
ниже линии IS, то существовавший в исходной точке B 
дефицит на рынке благ согласно (1) увеличится за счёт 
увеличения инвестиционного спроса, что приведёт к 
увеличению производства, т.е. предложения, на величи-
ну ΔY1. Уменьшение i на Δi1= iB – iQ приведёт, согласно 
(3), к возрастанию спроса на деньги. Таким образом, в 
точке Q1 образуется дефицит денег, так как она лежит 
ниже линии NM. Увеличение i на Δi2 приведёт, согласно 
(2), к увеличению предложения денег, что приведёт к 
достижению равновесия на денежном рынке в точке Q2. 
Далее процесс приспособления будет продолжаться до 
достижения равновесия в точке (Y0,i0). 

Замечание. Аналитически значения Y0 и i0 полу-
чаются в результате решения системы уравнений, кото-
рые были получены в главах 5 и 6: 
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Глава 8. Рынок труда 
На рынке труда в результате взаимодействия 

спроса на труд и его предложение определяется уровень 
занятости, а, следовательно, и объём предложения, так 
как при заданном объёме капитала K и существующей 
технологии, определяемой  производственной функцией 
F(K,L), объём производства благ Y становится функцией 
труда L. При этом на рынке труда возникает такое явле-
ние, как безработица, под которым понимается превы-
шение предложения труда LS над спросом на труд LD. 
В неоклассической и кейнсианской концепциях процесс 
функционирования рынка труда интерпретируется не-
одинаково, что приводит к различным выводам относи-
тельно причин, порождающих безработицу. 

§1. Неоклассическая функция спроса на труд 
Рассматривается процесс производства благ 

Y = F(K,L),                               (1) 
где K – капитал, L – трудовые ресурсы, F(·) – линейно 
однородная производственная функция, определяющая 
технологию производства. Считается, что выполняется 
условие совершенной конкуренции (предельной произво-
дительности труда), когда весь продукт, который по-
лучается за счёт трудовых ресурсов, направляется на их 
потребление. Пусть  

L
LKF

L
Yv









),(  – предельная производитель-

ность труда; 
P – уровень цен; 
W – номинальная ставка заработной платы, т.е. 

количество денег, получаемых работником за свой труд. 
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Тогда условие совершенной конкуренции выража-
ется в виде 

.W
dL
dYP                                  (2) 

До тех пор, пока 

W
dL
dYP  ,                               (3)  

увеличение занятости сопровождается ростом прибыли.  
Из (2) следует, что условие совершенной конку-

ренции (предельной производительности труда) может 
быть представлено в виде  

       
P
Www

dL
dY

 , ,                        (4) 

где w – реальная ставка заработной платы, равная но-
минальной ставке, нормированной на уровень цен. Оче-
видно, что чем больше w, тем меньше спрос предпри-
нимательского сектора на труд LD, т.е. 

 ).(


 wLL DD                            (5) 

Если i – ставка процента, то прибыль g(L), дости-
гаемая за счёт трудовых ресурсов, имеет вид 

 g(L) = PY – iK – WL = PF(K,L) – iK – WL.         (6) 
Тогда явный вид функции LD(w) может быть получен из 
решения экстремальной задачи 

g(L) = PF(K,L) – iK – WL
}{

max
L

 .                    (7) 

Теорема 1. Пусть F(K,L) является линейно одно-
родной производственной функцией. Тогда функция 
спроса на труд LD(w) является единственным корнем 
уравнения 

LD(w): .),( w
L

LKF



                       (8) 
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Доказательство. Необходимое условие макси-
мума  

0
)(
)(


Ld
Ldg                                    (9) 

функции g(L) вида (7) приводит с учётом (4) к уравне-
нию (8). Так как, согласно неоклассическим условиям,  
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(10) 
а w > 0, то единственность решения уравнения (8) сле-
дует из (10). Достаточное условие максимума 

0)(
2

2


dL
Lgd                               (11) 

сводится к условию  

,0),(
2

2


dL
LKFd                        (12) 

которое, согласно (10), выполняется. 
Теорема 2. Пусть F(K,L) является функцией 

Кобба – Дугласа, т.е.  
F(K,L) = AKαLβ = AKαL1-α, A > 0, 0 < α < 1.   (13) 

Тогда  

.)]1([)( /1

/1






w
KAwLD                  (14) 

Доказательство. Для функции F(K,L) вида (13) 
уравнение (8) имеет вид  

(1 – α) AKαL-α = w. 
Отсюда  

w
AKL


 


)1( ,                     (15) 

и формула (14) следует из (15). 
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Замечание. Свойство (5) для функции (14) вы-
полняется. 

На рис. 1, где 
L

LKFY





),( , представлено гра-

фическое построение неоклассической функции спроса 
на труд в соответствии с (8). Поскольку, согласно (10), 
Y”(L) < 0, то Y’(L) – убывающая функция, равная тан-
генсу угла наклона касательной к кривой Y = Y(L) при 
соответствующем значении L. Для простоты она изо-
бражена линейной функцией. 

 

 
Рис. 1                                                Рис. 2 

 
Рассмотрим ситуацию, когда со временем техно-

логия производства совершенствуется, переходя после-
довательно от  Y0 = F0(K,L) к Y1 = F1(K,L) таким, что  
Y0(L) < Y1(L), которым соответствуют предельные про-
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изводительности труда 
L

LKFY





),(0
0 и 

L
LKFY





),(1

1  

такие, что 10 YY   (рис. 2). При технологии F0(·) дости-
гается объём производства Y0 при объёме труда L0 и 
ставке заработной платы w0. При переходе к технологии 
F1(·) для достижения прежнего объёма производства Y0 
требуется меньшее количество труда L1 < L0, который 
будет оплачиваться по более высокой ставке w2 > w0. 
Использование при технологии F1(·) прежнего количе-
ства труда L0 приведет к росту объёма производства до 
величины Y1 > Y0 при одновременном повышении став-
ки заработной платы с w0 до w1> w0. Очевидно, что  

w0 < w1 < w2.                              (16) 
Увеличение занятости путём снижения ставки 

зарплаты ниже оптимального согласно принципу со-
вершенной конкуренции уровня равносильно задержке 
технического прогресса. Действительно, если при тех-
нологии F1(·), вырабатывающей объём продукта Y0, при 
затрате труда L1 и ставке зарплаты w2, понизить ставку 
зарплаты до величины w3 < w2, то для производства того 
же объёма Y0 продукта потребуется больший объём тру-
да L2 > L1 при технологии Y2 = F2(K,L), которая менее 
эффективна,  чем технология Y1 = F1(K,L).  

Вывод. Увеличение занятости путём снижения 
ставки зарплаты ниже уровня, определённого принци-
пом совершенной конкуренции (принципом предельной 
производительности труда), приводит к задержке тех-
нического прогресса. 

§2. Кейнсианская функция спроса на труд 
В кейнсианской концепции спрос на труд LD оп-

ределяется спросом на блага, который в свою очередь 
следует из (1.1), номинальная заработная плата W счи-
тается заданной, а предельная производительность тру-
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да используется для определения цены спроса на труд  
wD, т.е. максимальной ставки реальной зарплаты, кото-
рую согласны заплатить предприниматели. Таким обра-
зом, из (1.1) и (1.4) следует 

Теорема 3. Спрос на труд LD является возрас-
тающей функцией спроса на блага, т.е. 

),(


 YLL DD                                    (2) 

а цена спроса на труд определяется в виде 

      
dL

LKdF
L
YwD ),(





                     (3) 

и является убывающей функцией L, т.е.  
),(


 Lww DD                                   (4) 

что следует из (1.10). 
Теорема 4. В случае производственной функции 

Кобба – Дугласа  

,)(
1

1


 






AK
YYLD                        (5) 

 

.)1()(





L
AKLwD                       (6) 

Замечание. Доказать самостоятельно. Характер 
зависимостей (2) и (4) для функции Кобба – Дугласа со-
гласно (5) и (6) выполняется. 
Определение спроса на труд LD и ставки реальной зара-
ботной платы отображены на рис. 3. В квадранте I изо-
бражены линии IS (глава 5) и NM (глава 6), в квадранте 
IV – график производственной функции  Y = Y(L), а в 
квадранте III – график предельной производительности 

труда 
L

LKFLYv





),()(  (см. рис. 1). Точка пересече-
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ния линий IS и NM (IS – NM – модель, глава 7) опреде-
ляет величину спроса на блага Y0. На основе графика 
производственной функции Y = Y(L) по Y0 определяется 
количество труда L0, необходимое для производства 
благ в объёме Y0. На основе графика предельной произ-
водительности труда )(LY   по L0 определяется макси-
мальная ставка реальной заработной платы w0, т.е. цена 
спроса на труд, что следует из условия совершенной 
конкуренции. Графиком кейнсианской функцииспроса 
на труд LD является не весь график предельной произ-
водительности труда )(LY   (линия AC), а  ломаная линия 
ABL0 .  

 
Рис.3 

Фактическая ставка реальной заработной платы w 
не обязательно будет равна цене спроса на труд w0. По 
мере роста ставки реальной заработной платы от w0 до 
нуля A спрос на труд будет сокращаться с L0 до нуля. 
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При ставке w ниже w0  спрос на труд будет сохраняться 
на уровне L0. 

§3. Предложение труда 
В неоклассической и кейнсианской концепциях 

имеется единство во взгляде на то, что по мере повыше-
ния ставки заработной платы до определённого уровня 
предложение труда растёт. Расхождения имеются по 
трём вопросам: 

1. на какую ставку зарплаты ориентируются трудо-
вые ресурсы при предложении своего труда на рынке 

труда – на номинальную W или реальную w = 
P
W , 

 где P – уровень цен; 
2. как изменяется номинальная ставка зарплаты; 
3. как влияет ставка процента на предложение тру-

да LS. 
Неоклассический подход. Относительно реальной 

ставки зарплаты w считается, что предложение труда LS 
является возрастающей функцией w. В главе 5 было ус-
тановлено, что повышение ставки процента i вызывает 
сокращение текущего и увеличение будущего потребле-
ния, а снижение i вызывает обратный эффект. Посколь-
ку одним из благ является свободное время, то увеличе-
ние i приводит к сокращению текущего свободного 
времени, т.е. к увеличению занятости. Таким образом, 
увеличение процентной ставки i вызывает увеличение 
предложения труда, т.е. LS является возрастающей 
функцией i. Итак, в неоклассической концепции 

),,(


 iwLL SS                                (1) 

а номинальная цена труда W, изменяясь прямо пропор-
ционально изменению уровня цен P, не влияет на пред-
ложение труда. 
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Кейнсианский подход. Предложение труда зави-
сит от номинальной ставки зарплаты W, причём до дос-
тижения полной занятости предложения труда совер-
шенно эластично по отношению к денежной ставке зар-
платы, так как безработные предлагают труд по устано-
вившейся на рынке цене. Положение о том, что при 
принятии решения о предложении своего труда трудо-
вые ресурсы ориентируются не на реальную, а на номи-
нальную зарплату, обосновывается боязнью потерять 
работу при наличии безработицы. В таких условиях при 
росте уровня цен P предлагается то же самое количе-
ство туда, что и до повышения цен, при согласии тру-

диться за меньшую реальную заработную плату w = 
P
W . 

Полагается, что номинальная ставка зарплаты W может 
меняться только в сторону увеличения, т.к. попытки 
предпринимателей понизить W вызовут гораздо боль-
шее сопротивление работников, нежели постепенное и 
автоматическое снижение реальной зарплаты w в ре-
зультате роста цен. От ставки процента предложение 
труда вследствие предположения о наличии избытка на 
рынке труда не зависит. 

Расхождения между неоклассическим и кейнсиан-
ским подходами к роли ставки зарплаты при формиро-
вании предложения труда иллюстрируется на рис. 4.  

Пусть для уровней цен P0, P1, P2 справедливо 
предположение  

P0 < P1 < P2.                         (2) 

Тогда для реальной ставки w = 
P
W  будет справедливо 

условие  w0 > w1 > w2, 

.,,
2

2
1

1
0

0 P
Ww

P
Ww

P
Ww                  (3) 
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Рис. 4 

При неоклассическом под-
ходе предложение труда LS 
будет изображаться кривой 

SL0  и при уменьшении w, 
таком что 210 www  , 
предложение труда LS будет 
уменьшаться в виде 

210 LLL   и движение 
будет происходить по кри-
вой SL0  сверху вниз в виде 

000 CBA  . Поскольку при кейнсианском подходе 
рост уровня цен не влияет на предложение труда, то 
график предложения труда будет представлять из себя 
веер кривых SL0 , SL1 , SL2 . В этом случае повышение 
уровня цен 210 PPP   будет сопровождаться пере-
ходами с кривой на кривую вида 210 AAA   при со-
храняющемся предложении труда LS = L0. Соответст-
венно, при LS = L1 имеем 210 BBB  , а при LS = L2 
имеем 210 CCC  . Так как W = wP, то LS при фикси-
рованном P как функция номинальной ставки W, т.е.  
LS = LS(W), будет возрастающей функцией. Таким обра-
зом, при возрастании 012 www  , т.е 012 WWW   
движение будет проходить по пунктирной линии 

.0 ABC   

§4. Равновесие на рынке труда и безработица 
Равновесие на рынке труда достигается тогда, ко-

гда количество спроса на труд LD равняется количеству 
предлагаемого труда LS, безработица – когда спрос на 
труд меньше предлагаемого труда, а дефицит трудовых 
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ресурсов – когда спрос на труд превышает предложение 
труда. Таким образом, 

 LD = LS – равновесие;                                   (1а) 
LD < LS – безработица;                                  (1б) 
LD > LS – дефицит.                                         (1с) 
 

 
Рис. 5                                                       Рис. 6 

 
Неоклассический подход (рис. 5). Равновесие на 

рынке труда  достигается за счёт мгновенной реакции 
ставки реальной заработной платы w на соотношение 
спроса LD и предложения LS труда. Благодаря гибкости 
реальной зарплаты рыночный механизм обеспечивает 
полную и эффективную занятость. Полная занятость в 
данном случае означает, что каждый желающий продать 
свой труд по сложившейся ставке зарплаты может осу-
ществить своё желание. 

На рис. 5 на основе рис. 1 и 4 совмещены графи-
ки неоклассических функций спроса на труд LD и пред-
ложения труда LS. В точке (L0,w0) пересечения кривых 
LD и LS выполняется условие (1а), т.е. достигается рав-
новесие на рынке труда, при котором при ставке реаль-
ной заработной платы w0 предложение труда LS полно-
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стью соответствует спросу на него LD на уровне  
LS = LD = L0. 

Если ставка реальной зарплаты повысится до 
 w1 > w0, то: 1) работу начнут искать трудовые ресурсы, 
представленные отрезком L0L1; 2) спрос на труд сокра-
тится с L0 до L2 на величину ∆L = L0 – L2 и в результате 
возникнет безработица, равная ∆Lб = L1 – L2. Конкурен-
ция за рабочие места заставит ищущих работу согла-
ситься на более низкую оплату труда, и ставка номи-
нальной зарплаты W  будет снижаться до тех пор, пока 
ставка реальной зарплаты не понизится от w1 до w0, а 
уровень предложения труда не повысится от L2 до L0. 
Таким образом ситуация на рынке стабилизируется в 
точке равновесия (L0,w0).   

Если ставка реальной зарплаты понизится до  
w2 < w0, то: 1) предложение труда сократится  с L0 до L3 
на величину ∆L = L0 – L3, т.е. откажется работать по за-
ниженной ставке зарплаты количество трудовых ресур-
сов, равное ∆L; 2) спрос на труд увеличится до величи-
ны L4 > L0, и в результате возникнет дефицит трудовых 
ресурсов, равный ∆Lд = L4 – L3. Дефицит трудовых ре-
сурсов вынудит предпринимателей для привлечения ра-
ботников повышать ставку номинальной зарплаты W, 
что будет побуждать незанятые трудовые ресурсы пред-
лагать свой труд. Этот процесс будет продолжаться до 
тех пор пока повышение реальной зарплаты w, вызван-
ное повышением W, достигнет величины w0, а предло-
жение труда не возрастёт от L3 до L0. Таким образом, 
ситуация на рынке стабилизируется в точке равновесия 
(L0,w0). 

Вывод. При неоклассическом подходе равнове-
сие на рынке труда достигается при полной занятости. 
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Кейнсианский подход. На рис. 6 на основе рис. 3 
и 4 совмещены графики кейнсианских функций спроса 
на труд LD и предложения труда LS , где, согласно рис. 3,  

LD = ABL0.                            (2) 
Спрос предпринимателей на труд на уровне L0 

определяется в соответствии с величиной эффективного 
спроса при максимально допустимом для предпринима-
телей уровне номинальной ставки зарплаты W0. Но при 
ставке W0 предложение труда будет равно L2 и на рынке 
труда образуется избыток трудовых ресурсов  
∆Lб = L2  – L0, определяющий уровень безработицы. Не-
смотря на то что при безработице ищущие работу со-
гласны на более низкую оплату труда, т.е. на более низ-
кий уровень W, снижение ставки зарплаты ниже W0 не 
увеличит спрос на труд, так как при W < W0 график LD 
представляет собой вертикальную линию  BL0. По-
скольку, согласно неоклассическому подходу, ситуация 
на рынке стабилизируется в точке (L1,W1), то с позиций 
неоклассического подхода в кейнсианской точке равно-
весия (L0,W0) цена труда завышена на величину  
∆W = W0  – W1. 

Вывод. При кейнсианском подходе равновесие на 
рынке труда достигается при наличии безработицы, т.е. 
при неэффективном уровне занятости.  

§5. Общее экономическое равновесие  
Общее экономическое равновесие реализуется 

путём объединения равновесия на рынке благ, денег и 
капитала, рассмотренного в главе 7 (IS-NM модель, см. 
рис.7, 6), с равновесием на рынке труда при неокласси-
ческом подходе (см. рис. 5).  
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Рис. 7 

Равновесие на рынке труда в неоклассической 
модели представлено в квадранте III в соответствии с 
рис. 5, где w0 – равновесная реальная ставка зарплаты, а 
L0 – равновесное количество труда. В квадранте IV кри-
вая Y(L) изображает зависимость производства благ Y от 
объёма трудовых ресурсов L в соответствии с неоклас-
сической производственной функцией Y = F(K,L). В 
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квадранте I изображены три зависимости спроса на бла-
га YD как убывающие функции уровня цен P и прямая  
YS = Y0 предложения благ, которое равно равновесному 
уровню производства благ Y0. В верхней части рисунка 
изображена линия IS и три линии NM, построенные в 
соответствии с IS-NM моделью. Установление общего 
экономического равновесия происходит следующим об-
разом. 

Пусть количество денег увеличится в два раза, что 
будет соответствовать сдвигу линии NM вправо (линия 
NM1). Соответственно, вправо сдвинется и линия спроса 
на блага (линия DY1 ). На рынке благ образуется дефицит 

01д YYY  , что вызовет повышение цен, эквивалент-
ное уменьшению количества денег, а это вызовет сдвиг 
линии NM влево. Когда уровень цен увеличится в два 
раза, линия NM займёт первоначальное положение NM0 
и на рынке установится равновесие, отличающееся от 
исходного возросшей номинальной ставкой зарплаты W 
от величины 000 PwW   до величины 101 PwW  . 

Пусть количество денег уменьшится в два раза, 
что будет соответствовать сдвигу линии NM влево (ли-
ния NM2). Соответственно, влево сдвинется и линия 
спроса на блага (линия DY2 ). 

На рынке благ образуется избыток 20и YYY  , 
что вызовет понижение цен, эквивалентное увеличению 
количества денег, а это вызовет сдвиг линии NM вправо. 
Когда уровень цен уменьшится в два раза, линия NM 
займёт первоначальное положение NM0 и на рынке ус-
тановится равновесие, отличающееся от исходного 
уменьшившейся номинальной ставкой зарплаты W от 
величины  000 PwW   до величины 202 PwW  . 
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Глава 9. Экономические циклы 

§1. Основные понятия 
В то время как теория экономического равнове-

сия изучает процесс согласования  стратегий деятельно-
сти экономических субъектов при данных производст-
венных и финансовых возможностях и потребительских 
предпочтениях, теория экономических циклов изучает 
причины, вызывающие изменения экономической ак-
тивности общества. Теория экономического равновесия 
–  это теория макроэкономической статики, так как её 
цель состоит в определении условий, обеспечивающих 
равенство спроса и предложения на рынках. Теория эко-
номических циклов совместно с теорией экономического 
роста – это теория макроэкономической динамики, так 
как её цель состоит в исследовании развития народного 
хозяйства во времени. Теория экономического цикла 
исследует причины колебаний экономической активно-
сти общества во времени (траектория Yt), а теория роста 
исследует условия устойчивого роста как долговремен-
ной тенденции в развитии экономики (прямая Y ). При 
этом YYY tt ˆ  характеризует соотношение между 
экономической активностью и экономическим ростом. 
Направление и степень изменения показателя или сово-
купности показателей, характеризующих развитие эко-
номики, называется экономической конъюнктурой. По-
этому теория экономических циклов – это теория эко-
номической конъюнктуры. Промежуток времени меж-
ду двумя одинаковыми состояниями экономической 
конъюнктуры называется экономическим циклом. 
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Рис. 1 

 
В структуре экономического цикла выделяются 

высшая  и низшая точки экономической активности. 
Промежутки времени между ними называются  фазами 
спада (рецессии) и подъёма (экспансии). Длительность 
цикла равна времени (в месяцах, годах) между двумя 
соседними высшими либо низшими точками экономи-
ческой активности. Длительность спада равна времени 
между высшей и последующей низшей точкой эконо-
мической активности. Длительность подъёма равна 
времени между низшей и последующей высшей точкой 
экономической активности. Таким образом: 

длительность цикла – промежуток 1 – 5 или 3 – 7; 
длительность спада – промежуток 1 – 3 или 5 – 7; 
длительность подъёма – промежуток 3 – 5 или 7 – 9. 

Выделяется четыре фазы экономического цикла. 
Фаза подъёма (4 – 5). Национальный доход рас-

тёт, сокращается безработица, растут инвестиции и раз-
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мер капитала. Эта фаза заканчивается бумом (точка 5), 
при котором наблюдается полная занятость трудовых 
ресурсов и перегрузка производственных мощностей. 
Уровень цен, ставка зарплаты и ставка процента очень 
высокие. 

Фаза кризиса (5 – 6). Рост производства, наблю-
давшийся в фазе подъёма, сменяется его падением. 

Фаза депрессии (6 – 7). Национальный доход 
продолжает снижаться, безработица увеличивается, 
объём инвестиций близок к нулю. 

Фаза оживления (7 – 8). Спад производства сме-
няется его подъёмом, рост безработицы прекращается, 
начинают расти инвестиции. 

В зависимости от того, как изменяются значения 
экономических показателей в ходе экономического цик-
ла, они делятся на проциклические, контрциклические и 
антициклические. 

Проциклические – это показатели, значения кото-
рых в фазе подъёма увеличиваются, а в фазе спада 
уменьшаются (например, совокупный выпуск, денежная 
масса, ставка процента, уровень цен). 

Контрциклические – это показатели, значения 
которых в фазе спада увеличиваются, а в фазе подъёма 
уменьшаются (например уровень безработицы, размеры 
запасов готовой продукции, число банкротств). 

Антициклические – это показатели, динамика ко-
торых не связана с фазами экономического цикла (на-
пример, объём экспорта, зависящий от спроса заграни-
цы). 

Темпы изменения значений различных парамет-
ров обычно не совпадают. Например, одни из процик-
лических показателей ещё возрастают, тогда как другие 
уже убывают. В связи с этим экономические показатели 
подразделяются по такому свойству, как достижение 
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максимума (минимума) до или после достижения эко-
номическим циклом высшей точки подъёма (низшей 
точки спада). В связи с этим показатели делятся на опе-
режающие, запаздывающие и совпадающие.  

Опережающие (ведущие – leading) – это показа-
тели, которые достигают максимума (минимума) перед 
достижением высшей точки (низшей точки). 

Запаздывающие (отстающие – lagging) – это  
показатели, которые достигают максимума (минимума) 
после достижения высшей точки (низшей точки). 

Совпадающие (coincident) – это показатели, ко-
торые изменяются одновременно и в соответствии с из-
менением экономической активности.  

Примеры. Опережающие: изменение денежной 
массы; индексы фондового рынка; число вновь созда-
ваемых предприятий; продолжительность рабочей неде-
ли. Запаздывающие: расходы на новые предприятия и 
оборудование; удельные расходы на зарплату; процент-
ные ставки коммерческих банков. Совпадающие: уро-
вень безработицы; ВНП; процентная ставка ЦБ; личные 
доходы. 

В следующих параграфах приводится исследова-
ние двух моделей экономических циклов – модели Са-
муэльсона – Хикса (Samuelson – Hicks) и модели Гудви-
на (Goodwin). 

§2. Модель Самуэльсона – Хикса  
В этой модели конъюнктурные циклы связыва-

ются с соотношением между потреблением националь-
ного дохода и инвестициями в производство. 

Основные предположения в модели Самуэльсона 
– Хикса: 

1) уровень цен и ставки процента постоянны;  
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2) объём предложения на рынке благ абсолютно 
эластичен, т.е. спрос на блага постоянно удовлетворяет-
ся ( кейнсианский подход). 

Потребление Сt в текущем временном периоде 
определяется величиной дохода Yt–1 в предшествующем 
временном периоде (см. главу 5), т.е.  

Сt = Сa + СYYt – 1,                              (1) 

где Сa > 0 – автономное потребление, 
1


t

t
Y dY

dCC  – пре-

дельная норма потребления, 0 < СY < 1. Предпринима-
тельский сектор осуществляет индуцированные инве-
стиции и

tI  (см. главу 5), убедившись, что приращение 
совокупного спроса устойчиво. Принимая решение об 
объёме индуцированных инвестиций, предпринима-
тельский сектор ориентируется на приращение сово-
купного спроса (национального дохода) ∆Yt – 1,t – 2 = Yt – 1–
Yt – 2, где Yt – 1 – спрос в период времени t – 1, а Yt–2 – 
спрос в период времени t – 2. Таким образом,  

и
tI =κ(Yt – 2 – Yt –  1),                            (2) 

где κ > 0 – акселератор, характеризующий рост объёма 
инвестиций при увеличении прироста национального 
дохода на единицу. 

Поскольку Сa не зависит от уровня производства 
благ, то равновесное текущее значение дохода Yt будет 
определяться в виде  

Yt = CYYt – 1 + и
tI  + A = CYYеt – 1+ κ(Yt – 2 – Yt – 1) + 

+ A  = (СY + κ)Yt – 1 – κYt – 2 + A,                     (3) 
где A – величина автономного спроса (расходов). Урав-
нение (3) является разностным уравнением 2-го поряд-
ка, характеризующим динамику изменения националь-
ного дохода во времени. В экономике достигается дол-
госрочное равновесие, когда объём национального до-
хода стабилизируется на уровне  
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,21 ntttt YYYYY               (4) 
где n – число временных периодов с неизменной вели-
чиной автономных расходов A. Из (3) с учётом (4) сле-
дует 

.AYCY Y                                (5) 
Отсюда  

,
1

1 AA
C

Y м

Y



                       (6) 

где  

1
1

1





Y

м

С
                         (7) 

есть мультипликатор, определяющий зависимость рав-
новесного значения национального дохода Y  от пре-
дельной нормы потребления СY. 

Исследуем динамику изменения во времени на-
ционального дохода относительно его равновесного зна-
чения, вводя в рассмотрение величины 

     YYYYYYYYY tttttt   2211 ,, .   (8) 
Вычитая из соотношения (3) соотношение (5) последо-
вательно с учётом (8) получаем 

∆Yt = (CY + κ)Yt – 1 – κYt – 2 – СYY + κY – κY  = 
= (СY + κ) Yt–1– (СY + κ) Y  – κ∆Yt–2  = 

= (СY + κ)∆Yt – 1 – κ∆Yt – 2 . 
Итак, пришли к тому, что динамика изменения во вре-
мени величины отклонения национального дохода от 
его равновесного значения характеризуется разностным 
уравнением второго порядка вида 

∆Yt = (СY + κ)∆Yt – 1 – κ∆Yt – 2 .                      (9) 
Уравнение (9) является уравнением вида 

.2211   ttt xaxax                         (10) 
Свойства решения уравнения (10) определяются харак-
теристическим уравнением 
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,021
2  aa                            (11) 

корни которого  

,
2
1

2
,

2
1

2
,

2
1

2
1

2
1

1
1

2,1 DaDaDa
      (12)  

где 
2

2
1 4aaD   

– дискриминант уравнения (11). Так как, согласно (9), 
(10),  

,, 21  aCa Y                    (13) 
то 

 .4)(,
2
1

2
2

2,1 


 Y
Y CDDC          (14) 

Определение. Решение уравнения (10) называется 
равновесным, если .consttx  Равновесное решение на-
зывается устойчивым, если 0tx  при .t  

Соответственно для уравнения (9) решение 
const tY  является равновесным, и, если при 

t 0const  tY , то такое решение будет устой-
чивым. 

Исследуем свойство решений уравнения (9) в за-
висимости от значений корней характеристического 
уравнения, т.е. в зависимости от значений дискрими-
нанта D, опираясь на теорию конечно-разностных урав-
нений. 

1) D > 0. Согласно (14) это условие имеет вид 
.04)( 2 YC                      (15) 

В этом случае характеристическое уравнение имеет два 
различных вещественных корня 1  и 2 , а решение 
имеет вид 

,2211
tt

t AAY                       (16) 
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где A1 и A2 – константы, определяемые начальными ус-
ловиями 

DCDC YY

2
1

2
,

2
1

2 21 





 .      (17) Ес-

ли оба корня положительные, то t
1  и t

2  – монотонные 
геометрические прогрессии (возрастающие при λ1 > 1, λ2 
> 1 и убывающие при λ1 < 1, λ2 < 1). Если имеются отри-
цательные корни, а в нашем случае λ2 < 0, то t

2  – гео-
метрическая знакочередующаяся последовательность. 

2)      D = 0. Согласно (14) это условие имеет вид  
.04)( 2 YC                            (18) 

В этом случае характеристическое уравнение имеет 
совпадающие вещественные корни. 

,
221


 YC                       (19) 

а решение имеет вид 
.)( 21

t
t tAAY                           (20) 

В этом случае λt – знакопеременная возрастающая при 
1  и убывающая при  1  прогрессия. 

Вывод. Из (16) и (20) следует, что в случае 0D  
решение уравнения (9) будет устойчивым, т.е. 

,0 tY  а YYt   при t , в том и только в том 
случае, если оба вещественных корня характеристиче-
ского уравнения по модулю меньше единицы, т.е. 

| λ1| < 1, |λ2| < 1.                            (21) 
3)       D < 0. Согласно (14) это условие имеет вид 

.04)( 2 YC                         (22) 
В этом случае характеристическое уравнение имеет два 
сопряжённых комплексных корня 

,2,1  i                                 (23) 

,1i  а решение имеет вид  
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),sincos( 21 tBtBgY t
t                  (24) 

где B1 и B2 – константы, определяемые начальными ус-
ловиями  

)25(.)(4
2
14

2
1

,
22

,

2
2

2
1

1

2
22

21








Y

Y

Caa

Ca
ag

 

Таким образом, при D < 0 решение носит харак-
тер колебаний, амплитуда которых возрастает при g>1  
и убывает при g < 1, а частота колебаний ω такая, что, 

.tg



  Если ω выражается в радианах, то период ко-

лебаний     




2T .  

Вывод. В случае D < 0 условию устойчивости со-
ответствует условие 

g < 1,                                  (26) 
и при этом стремление ,0 tY  а YYt   будет носить 
характер затухающих колебаний. В случае g = 1 реше-
ние будет неустойчивым  и  будет иметь характер коле-
баний с постоянной амплитудой. В случае g > 1 реше-
ние будет неустойчивым и будет иметь характер коле-
баний с возрастающей амплитудой.  

Условие D = 0 разделяет колебательные и неко-
лебательные решения. Из (18) следует, что этому усло-
вию соответствует условие  

,2 YC                                (27) 
которое представляет из себя функцию ),( YY CC  
график которой изображён на рис. 2. Эта кривая делит 
область  

G =  10;40:);(  YY CC              (28) 
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на пять подобластей с различными свойствами решений 
уравнения (9). 
 

 
Рис. 2 

В случае D > 0, т.е. когда  
 2YC                          (29) 

и точки ( YC; ) лежат выше кривой (27), получаем неко-
лебательные решения (16), (20) (области I и IV). В слу-
чае, когда D < 0, т.е. когда 

 2YC                         (30) 
и точки ( YC; ) лежат ниже  кривой (27), получаем ко-
лебательные решения (24) (области II и III). 

В области V , т.е. для точек ( YC; ) на вертикаль-
ной прямой 

L =  10;1:);(  YY CC                 (31) 
получаем колебательное решение с постоянной ампли-
тудой (см. рис. 7). 

1) Ситуация D < 0, т.е. имеет место выполнение 
условия (30). 

а) Пусть выполняется условие g < 1, т.е. 
имеют место затухающие колебания. Условию g < 1, 
согласно (25)  соответствует условие  
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κ < 1.                                              (32) 
Таким образом, имеем следующий вывод: 

Область II – область устойчивых колебательных 
решений (см. рис. 3). 

б) Пусть выполняется условие g > 1, т.е. 
имеют место колебания c возрастающей амплитудой. 
Условию g > 1, согласно (25) соответствует условие  

κ > 1.                                              (33) 
Таким образом, имеем следующий вывод: 

Область III – область неустойчивых колебатель-
ных решений (см. рис. 4). 

2) Ситуация D > 0, т.е. имеет место выполнение 
условия (29). Так как, по теореме Виета, 
 λ1λ2 = –a2 = κ, то в данной ситуации условие (32) явля-
ется необходимым условием устойчивости, а достаточ-
ным является условие (21). Поскольку, согласно (17),  
λ1 > λ2, то достаточное условие устойчивости 

11  приобретает вид 
СY < 1.                                      (34) 

Таким образом, имеем следующие результаты: 
а) область I, где 

κ < 1, СY < 1,                               (35) 
является областью устойчивых неколебательных реше-
ний (рис. 5); 

б) область IV, где 
κ > 1, СY < 1                               (36) 

является областью неустойчивых неколебательных ре-
шений (рис. 6). 

Вывод. В модели Самуэльсона – Хикса функцио-
нирование экономики в виде экономических циклов 
(рис. 3, 4, 7) осуществляется в областях II,III,V (рис. 2), 
в которых соотношения между предельной нормой по-
требления СY и инвестиционным акселератором κ опре-
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деляются соотношениями (30)–(33). Характер развития 
экономики при этом различный. 

 
Рис. 3                                              Рис. 4 

 
Рис. 5                                              Рис. 6 

 
Рис. 7 

Замечание. Дать экономическую интерпретацию 
всем пяти вариантам развития экономики, которые 
представлены на рис. 3–7.  
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§3. Модель Гудвина 
В этой модели конъюнктурные циклы связыва-

ются с изменениями во времени доли труда в нацио-
нальном доходе и доли трудовых ресурсов в общем ко-
личестве населения (показателя занятости), что вызыва-
ет изменение во времени распределения национального 
дохода между потреблением и накоплением. Пусть: 

t – текущий период времени; 
Yt – национальный доход; 
wt – реальная ставка заработной платы; 

*
tL  – общие трудовые ресурсы (население); 

Lt – занятые в производстве трудовые ресурсы; 

t
t

t

L

L
*  – доля трудовых ресурсов в общем коли-

честве населения (показатель занятости); 

t
t

t y
L
Y

  – средняя производительность труда; 

Kt – основные фонды (капитал); 

t

t
Y
K

= ηt – капиталоёмкость национального дохода; 

t
t

tt

Y
Lw

  – доля труда в национальном доходе; 

t
t

tt x
x

xx 1 
 – темп прироста показателя x. 

Основные предположения: 

const;*
*

**
1* 


  lL
L

LL
L

t

tt
t  

;const1 


  my
y

yy
y

t

tt
t               (1) 
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.constt  
Так как  

),( ttt LKFY  ,                          (2) 
где F(·) – линейно-однородная неоклассическая произ-
водственная функция, то при условиях (1) темпы роста 
национального дохода и капитала совпадают, т.е.  

,ˆˆ
tt KY                                     (3) 

где 

.ˆ,ˆ 11

t

tt
t

t

tt
t K

KKK
Y

YYY 



              (4) 

Так как  

,
t

t

t

t
tt y

w
Y
Lw                                (5) 

то  
,ˆˆˆˆ mwyw tttt                          (6) 

где 

.ˆ,ˆ 11

t

tt
t

t

tt
t w

www 





              (7) 

Вывод. Темп прироста доли труда в националь-
ном доходе равен разности темпов прироста реальной 
зарплаты и средней производительности труда. 

Для темпа изменения ставки реальной заработ-
ной платы используется модель 

.0,0,ˆ  ttw                   (8) 
Использование (8) в (6) показывает, что темп изменения 
доли труда в национальном доходе представляется в ви-
де 

).(ˆ mtt                          (9) 
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Так как *
t

t
t

L

L
 , то темп прироста показателя за-

нятости 

t

tt
t 


 1ˆ                          (10) 

будет равен разности между темпами прироста числа 
работающих 

t

tt
t L

LLL 
 1ˆ                                (11) 

и числа предлагающих труд ,ˆ lLt   т.е. 

.ˆˆ lLtt                                      (12) 

Так как ,
t

t
t y

YL   то темп прироста работающих tL̂  ра-

вен разности между темпами прироста национального 
дохода tŶ  и средней производительности труда ,ˆ myt   
т.е. 

tL̂  = tŶ  – m.                                  (13) 
Использование (3) в (13) даёт, что  
 

tL̂ = tK̂ - m.                               (14) 
Приращение капитала ttt KKK  1  равно объёму 
инвестиций It, которые, согласно «Золотому правилу 
накопления» (см. главу 3), определены в виде 

It = (1 – δt)Yt,                              (15) 
где )1(~

tt   есть доля капитала в национальном до-
ходе. Тогда  

    









  t

t

tt

t

t

t

tt
t K

Y
K
I

K
KKK 1)1(ˆ 1 .  (16) 

Тогда из (12), (14), (16) следует 
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.)(1ˆ






 t
t lm                     (17) 

Перейдём от разностных уравнений (9) и (17) к 
дифференциальным уравнениям, полагая 

t + 1 = t + ∆t, δt + ∆t – δt = ∆δt,  νt + ∆t – νt = ∆νt.   (18) 
Тогда в пределе при 0t  

tttt dddtt  ,,                (19) 
и из (9), (17) следует система дифференциальных урав-
нений 

)21(.
)(1

)20(,)]([

t
tt

tt
t

lm
dt

d

m
dt

d












 

 
Вывод. Система двух дифференциальных урав-

нений (20) и (21), описывающая совместное изменение 
во времени доли труда  в национальном доходе δt и доли 
трудовых ресурсов в общем количестве населения νt, 
составляет модель Гудвина для исследования конъюнк-
турных колебаний в экономике, т.е. экономических цик-
лов.  

Теорема 1. Семейство интегральных кривых  
{Xt: Yt} на плоскости {δt; νt} имеет вид 

)22(),(exp tt
tg

tt XX 











  

)24(,

)23(),(}exp{

t
A

t

ttt
h
tt

XeZ

ZZ




 

где A – произвольная постоянная, 

).(,)(1





 mhlmg              (25) 

Доказательство. 
Из (20) и (21) следует, 
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dtmd tt
t

t 








 ,                    (26) 

.1)(1 dtlmd tt
t

t 












            (27) 

Поделив (26) на (27), получаем 

.)(1)(1
t

t

t
t

t

t d
d

md
d

lm 





















    (28) 

Интегрирование слева и справа в (28) даёт 

,)ln()(1)ln()(1
tttt mAlm







  

где A – произвольная константа интегрирования. С учё-
том обозначений (25) последнее соотношение запишет-
ся в виде 

.)ln(1)ln( tttt hAg 


   

Отсюда 

})ln(exp{1)ln(exp tttt hAg 


 








 , 

или 

)29(}.exp{)}ln(exp{

}exp{1exp)}ln(exp{

tt

tt

h

Ag

















  
Так как  

,)}exp{ln()}ln(exp{

,)}exp{ln()}ln(exp{
h
t

h
tt

g
t

g
tt

vvvh

g




              (30) 

то использование (30) в (29) даёт 

}.exp{exp t
h
t

Atg
t e 












                  (31) 
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Использование (22), (23) в (31) приводит к (24). Теорема 
доказана. 

Теорема 2. Если  
,1)(  lm                                (32) 

то функции Xt и Zt обладают следующими свойствами: 
1) Xt(δt) и Zt(νt) – положительные функции, т.е. 

Xt(δt) > 0, Zt(νt) > 0;                    (33) 
2) экстремум функции Xt, являющийся максиму-

мом, достигается в точке 
)(1* lmgt             (34) 

и при этом  

;const)(1exp)](1[

exp)()(max

)(1

*
***
































lmlm

XXX

lm

g
tt

   (35) 

3) экстремум функции Zt, являющийся миниму-
мом, достигается в точке 








mh

t
*                           (36) 

и при этом 

const.}exp{

}exp{)()(min
)(

****

















mm

ZZZ
m

h
tt

     (37) 

Доказательство. Независимость X* и Z* от вре-
мени t следует из (35) и (37) с учётом того, что, согласно 
(1) и (8), параметры η, m, l, ρ, γ являются положитель-
ными константами. Свойства (33) следуют из (22), (23) с 
учётом того, что .0,0  tt  

Исследуем функцию Xt(δt). Из (22) следует  

)(1exp1)(
tt

t

tg
t

tt

tt Xgg
d

dX









































 . (38) 
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Условием экстремума функции Xt(δt) является условие 

,0
)(





t

tt

d
dX  т.е.. согласно (38), условие 

0)(1 










 tt

t
Xg .                     (39) 

Так как Xt(δt) > 0, то из (39) следует, что экстремум Xt(δt) 
достигается в точке δt = δ*, определяемой формулой 
(34). Из (38) следует, что  

)40().(1

)(
)(1)(

2

2

22

2

tt
tt

tt
tt

tt

tt

tt

Xgg

Xg
d

dXg
d
Xd
























































 

Тогда, с учётом (34), из (40) следует, что 

 ).(1)( *
22

2

*










t
t

tt X
gd

Xd

t

              (41) 

Так как, согласно (25), (32) и (33), Xt(δ*) > 0, g > 0, то из 
(41) следует, что  

,0)(
*

2

2





t
t

tt

d
Xd                     (42) 

т.е. точка δt = δ* является максимумом функции Xt(δt). 
Исследуем функцию Zt(νt). Из (23) следует  

  ).(exp)(
tt

t
t

h
t

tt

tt Zhh
d

dZ



























     (43)   

Условием экстремума функции Zt(νt) является условие 

,0
)(





t

tt

d
dZ  т.е., согласно (43), условие 

0)( 









 tt
t

Zh .                     (44) 
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Так как Zt(νt) > 0, то из (44) следует, что экстремум Zt(νt) 
достигается в точке νt = ν*, определяемой формулой 
(36). Из (43) следует, что 

 ).()(
2

2

2

2

tt
ttt

tt Zhh
d
Zd






























               (45) 

Тогда, с учётом (36), из (45) следует, что 

 ).()( *
2

2

*










t
t

tt Z
hd

Zd

t

              (46) 

Так как, согласно (25) и (33), Zt(ν*) > 0, h < 0, то из (46) 
следует, что  

,0)(
*

2

2





t
t

tt

d
Zd                     (47) 

т.е. точка νt = ν*является минимумом функции Zt(νt). 
Теорема доказана. 

На рис. 8 отражены результаты проведённого ис-
следования. В квадрантах II и IV изображены графики 
соответственно функций Zt(νt) и Xt(δt). В квадранте III 
прямая L является вспомогательной для отражения взаи-
мосвязи между значениями Zt(νt) и Xt(δt) согласно (24). В 
квадранте I эллипс ABCD является фазовым портретом 
(интегральной кривой) решений системы уравнений 
(20), (21), т.е. является совокупностью точек {δt;νt}, 
удовлетворяющих этой системе. 

Замечание. Графики функций Zt(νt) и Xt(δt) изо-
бражены в виде симметричных кривых. Если эти кри-
вые несимметричные, то эллипс ABCD деформируется в 
замкнутую выпуклую кривую неэллиптической формы. 

Проведём анализ полученных результатов. Про-
изводство национального дохода идёт в соответствии с 
соотношением 

Yt = F(Kt,Lt),                          (48) 
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где F(·) – линейно-однородная производственная функ-
ция, Kt  – основные фонды (капитал), Lt – трудовые ре-
сурсы. 

 
 

Рис. 8 
 

Распределение Yt осуществляется в виде (глава 3) 
Yt = It + Ct = s(t)Yt + [1 – s(t)]Yt ,           (49) 

где It – накопление, Ct – потребление, s(t) – норма нако-
пления, s~  = [1 – s(t)] – норма потребления. Согласно 
«Золотому правилу накопления» (глава 3): 

),(
)(
)(,)( tL

tL
FYCK

K
FYI L

ttt
t

K
tt 







       (50) 
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где K
tY  – доля национального дохода, созданная за счёт 

капитала, L
tY  – доля национального дохода, созданная 

за счёт труда. Поскольку  
tttt LY  ,                            (51) 

то из (5), (49) следует, что 
.1)(),(1)(~

tt tststs           (52) 
Таким образом 

,)1( ttttt YYY                   (53) 
где  

L
ttt

K
ttt YYYY  ,)1( ,            (54) 

т.е. δt = [1 – s(t)] есть доля труда в национальном доходе, 
а t

~  = 1 – δt = s(t) – доля капитала в национальном дохо-
де. 

Состояние равновесия ),( ** E . В этом случае 
,const*  t  т.е. доля трудовых ресурсов в общем ко-

личестве населения находится на постоянном уровне. 
Соответственно const,*  t  т.е. доля труда в нацио-
нальном доходе находится на постоянном уровне. Тогда 
оставшейся доли капитала (1 – δt) = )1( *  = const будет 
достаточно, чтобы поддерживать занятость на постоян-
ном уровне. 

Динамическое состояние (состояние динамиче-
ских циклов). Нахождение экономики в точке E = (δ*, ν*) 
является неустойчивым, так как любое отклонение, на-
пример, ν от ν* вызовет соответствующее отклонение δ 
от δ* и экономика окажется в некоторой точке 

.),( ABCDtt   
Участок AB. Точке A соответствуют значения 

,~~,, maxmin*
ttttt   т.е. точка A соответствует 

максимальной доле капитала в национальном доходе и 
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равновесной занятости. Такая ситуация стимулирует 
рост инвестиций, вследствие которых возрастает спрос 
на труд. Происходит движение по участку AB, когда 
возрастает доля труда δt в национальном доходе и пока-
затель занятости νt. В точке B показатель занятости дос-
тигает своего максимума max

tt   и образуется избы-
точная занятость. На участке AB национальный доход 
Yt растёт. 

Участок BC. Рост занятости вызывает увеличе-
ние  Lt, а рост инвестиций – повышение ставки заработ-
ной платы .t  То и другое увеличивает долю труда δt в 
национальном доходе, которая достигает своего макси-
мума max

tt   в точке C. Рост фонда оплаты t Lt труда 
вызывает снижение прибыли. Снижение прибыли вызы-
вает сокращение инвестиций, что вызывает сокращение 
занятости νt от значения max

t  до значения ν* в точке C. 
То и другое вызывает уменьшение Yt, т.е. на участке BC 
национальный доход Yt уменьшается. 

Участок CD. Сокращение занятости νt продол-
жается, достигая своего минимума min

tt   в точке D. 
Рост безработицы вызывает уменьшение Lt и снижение 
ставки заработной платы t , что приводит к уменьше-
нию доли труда в национальном доходе δt от max

t  до δ* в 
точке D, соответственно повышая долю капитала t

~  от 
min~
t  до ** 1~

 , что увеличивает прибыль. Нацио-
нальный доход Yt на участке CD продолжает умень-
шаться.  

Участок DA. Доля труда в национальном доходе 
δt продолжает понижаться от δ* до min

t в точке A, соот-

ветственно повышая долю капитала от *~
  до max* ~~

t . 
Увеличивающаяся прибыль вызывает увеличение инве-
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стиций, что увеличивает спрос на труд. Увеличиваю-
щийся спрос на труд увеличивает уровень занятости Lt, 
что приводит к увеличению показателя занятости νt от 

min
t  до ν* в точке A. То и другое вызывает рост нацио-

нального дохода Yt на участке DA. Далее процесс повто-
ряется. 

 
Рис. 9 

  
Рис. 10 

 
Согласно проведённому анализу на рис. 9 изо-

бражены кривые δt и νt, отражающие динамику измене-
ния доли труда в национальном доходе и показателя за-
нятости, а на рис. 10 – циклические изменения во вре-
мени национального дохода Yt.  
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Замечание. Система дифференциальных уравне-
ний (20), (21) аналогична системе дифференциальных 
уравнений Вольтерра-Лотки, описывающих процесс из-
менения во времени количества биологических популя-
ций типа «хищник – жертва», сосуществующих на еди-
ной территории. Например, лисы пожирают зайцев, но 
когда зайцев становится мало, тогда из-за недостатка 
корма уменьшается и количество лис, что способствует 
росту числа зайцев. Это в свою очередь из-за увеличе-
ния количества корма способствует увеличению коли-
чества лис. Далее весь процесс продолжается. Таким 
образом, изменение во времени количества лис и коли-
чества зайцев носит циклический характер вида законо-
мерности, изображённой на рис. 9. 

Модель Самуэльсона-Хикса и модель Гудвина 
нельзя воспринимать как альтернативные или конкури-
рующие. Эти модели дополняют друг друга, отражая 
различные аспекты такого сложного явления, как эко-
номические циклы. 
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